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NOUVELLE  MÉTHODE 

POUR  LA  RÉSOLUTION 

DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES 

D'UN  DEGRÉ  QUELCONQUE, 

D'après  laquelle  tout  le  calcul  exigé  pour  cette  résolution  se  re'duît  h 
remploi  des  deux  premières  règles  de  TArithmétique. 


«  Cette  Méthode  qui ,  pour  la  facilité,  ne  laisse  rien  à  désirer,  est  peut-être  aussi  la 
»  moins  incomplète  qu'il  soit  possible  d'obtenir.  C'est  du  moins  le  sentiment  manifesté 
»  par  M^  LAGiiANGE ,  qui ,  plus  que  personne ,  a  le  droit  d'ayoir  un  avis  sur  ce  point 
»  si  diflScile  et  si  épineux  »  (  Rapport  de  la  première  classe  (le  l'Institut  sur  les  progrès 
des  Sciences  mathématiques  depuis  1789)» 
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AVANT-PROPOS. 

^r  .f)f.  ;;'t-T^  -if  ' -"---'non  te  liiiih  29f"!-ui.^  •-',io'lt 

Cet  Ouvrage  traite  d'une  matière  sur  laquelle  se  sont  exercés  les  plus 
célèbres  Analystes  ,  depuis  Viète  jusqu'à  M.  Lagrangej  c'est-à-dire,  depuis 
le  premier  âge  de  l'Algèbre  jusqu'à  nos  jours. 

Avant  les  écrits  de  M.  Lagrange  sur  la  l'ésolulion  des  équations  numé- 
riques, les  travaux  multipliés  de  ses  sprédécesseurs^  n'avaient  abwiti  qu'à 
des  méthodes  incertaines  ,  et  rebutantes  dans  la  pratique.  Celle  qu'il  a 
publiée  est  exempte  d'incertitude,  mais  on  convient  généralement  que  la 
pratique  en  est  encore  assez  rebutante.  Elle  ne  permettroit  certainement 
pas  de  remplir  le  vœu  de  cet  illustre  Géomètre  ,  qui  voudroit  qu'on  ensei- 
gnât ,  dans  l'Arithmétique  même ,  les  règles  de  la  résolution  des  équations 
numériques. 

C'est  donc  pour  se  conformera  son  désir  que  l'auteur  de  cet  Ouvrage  a 
cherché  une  méthode  d'une  théorie  plus  simple,  qui  fût  en  même  temps 
sûre  et  vraiment  nsiielle,  susceptible,  enunmot,  d'être  pratiquée  par 
les  commençans  eux-mêmes.  Cette  méthode  simple  et  facile,  il  est  parvenu 
à  la  découvrir,  ayant  ainsi  couronné  assez  heui'cu56m,ent,  ce  semble j.  les 
travaux  de  deux  siècles  sur  cet  objet,  b  ial  ïsJioqqst  iuiîï  li'r;p  sT-iîm  if<^ 

Il  lui  a  paru  convenable  de  présenter  d'abord  une  histoire  abrégée  de 
ces  travaux:  on  pourra,  d'après  cette  notice,  juger  de  l'importance  atta- 
chée par  les  plus  grands  Géomètres,  au  problème  de  la  .résolutiûu.^es 
équations  numériques  (i).  iu'''V,  xij«9vxron  ?,>»|>..fnir)f?; -}«  In-îf-i 

.  Il  donne  ensuite  un  algorithme  qui  fait  trouver,  par  de  aimples  addi- 
tions et  soustractions  j  tous  les  termes  des  transformées  en  f  jc  —  i  )  , 
(  X  —  a  )  ,  etc. ,  d'une  équation  donnée  en  x.  Cet  algorithme  a  reçu  ,  le 
a3  mai  i8o3  ,  l'approbation  de  la  première  Classe  de  l'Institut. 


(i)  Le  Rapport  sur  les  Sciences  Mathématiques  ,  distribué  à  la  dernière  séance 
publique  de  l'Académie ,  fait  mention  de  quelques  nouveaux  écrits  relatifs  aux 
équations,  lesquels  ne  sont  point  paryenus  à  la  connoissance  de  l'auteur  de  la 
Nouvelle  Méthode. 


On  en  trouvera  une  démonstration  fort  simple  à  la  page  56  de  cette 
nouvelle  édition.       ^;  f)^  rr  f^^  fj    f  ^-^p    ,< 

Puis,  après  avoir  rappelé  diverses  notions  fournies  par  l'Algèbre, 
concernant  les  équations  numériques  ,  l'auteur  expose  successivement  les 
trois  parties  dont  se  compose  la  nouvelle  Méthode.  Il  fait  voir  quels  sont 
les  cas  dans  lesquels  la  première  partie  suffit  toute  seule  à  la  résolution  de 
l'équation  5  quels  sont  ceux  dans  lesquels  il  feut  joindre  la  seconde  à  la  pre- 
mière j  et  dans  quels  cas,  enfin ,  l'on  est  obligé  de  recourir  à  la  troisième 
pour  découvrir  les  limites  des  racines  incommensurables.  Celte  dernière 
i)artie  sert  aussi  à  approcher ,  jusqu'à  telle  décimale  qu'on  voudra,  delà 
valeur  exacte  des  raciîies  dont  on  a  déjà  àes  limites.  ,9i3T»i'r 

Les  Notes  et  l'Appendice  qui  suivent ,  renferment  des  détails  d'une  assez 
grande  importance  pour  que  le  tout  soit  lu  avec  la.  même  attention  que  le 
corps  de  l'Ouvrage. 

ha.  Nouvelle  Méthode  a  été  mentionnée  en  1808,  dans  lie  Rapport  dp 
l'Institut,  parmi  les  écrits  qui,  depuis  l'^Sg,  ont  contribué  au  progrès  de 
la  science. 

Elle  est  admise  par  le  Conseil-Royal  de  rinstructlon  publique,  au 
nombre  des  ouvrages  recommandés  à  MM.  les  Professeurs,  pour  l'ensei» 
gnement  des  Mathématiques. 

Cette  Méthode  a  été  publiée  au  commencement  de  1807  ,  avant  la  se*- 
conde  édition  de  l'écrit  de  M.  Lagrange  sur  la  même  matièi-e  ;  c'est  à  la 
première  qu'il  faut  rapporter  les  citations  qu'on  y  trouve  de  son  Traitéi 

Le  débit  des  exemplaires  de  cet  Ouvrage  ayant  eu  lieu ,  presque  en  en- 
tier ,  dajQs  les  années  1807,  1808  et  1809,  on  a  pensé  que  reparoissant 
augmenté  de  théorèmes  et  procédés  nouveaux  ,  il  pourroit  être  favorable- 
ment accueilli,  des  nouveaux  géomètres  surtout,  qui  se  sont  dû  former  peu^ 
dant  ces  douze  dernières  années. 
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NOUVELLE  MÉTHODE 

POUR  LA  RÉSOLUTION 
DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES 

D'UN  DEGRÉ  QUELCONQUE. 
CHAPITRE  PREMIER. 


Histoire  abrégée  des  travaux  entrepris  sur  cette  matière 
■pendant  les  deux  derniers  siècles. 

I.  l_iE  problême  de  la  Résolution  des  Equations  numé- 
riques peut  être  regardé ,  suivant  l'illustre  successeur 
d'Euler ,  comme  le  point  le  plus  important  de  toute 
l'Analyse.  La  raison  qu'il  en  donne  est  que  la  solution 
de  tout  problême  déterminé  conduit  à  une  ou  plusieurs 
équations  numériques ,  c'est-à-dire ,  dont  les  coefficiens" 
sont  donnés  en  nombres  ;  que  tout  le  calcul  qu'on  a 
fait  est  en  pure  perte,  si  l'on  n'îa  pas  les  moyens  de 
résoudre  ces  équations  ;  que  dès  le  troisième  degré 
l'expression  algébrique  des  racines  est  insuffisante  pour 


faire  connoître,  dans  tous  les  cas,  leur  valeur  numë« 
rique  ;  qu'à  plus  forte  raison  le  seroit-elle,  si  on  parve- 
noit  enfin  à  FoBtenir  pour  les  équations  des  degrës 
supérieurs  5  et  qu'on  seroit  toujours  forcé  de  recourir 
à  d'autres  moyens  pour  déterminer,  en  nombres,  les 
valeurs  des  racines  d'une  équation  donnée  ;  détermina- 
tion qui  est,  en  dernier  résultat,  Tobjet  de  tous  les  pro- 
blêmes que  le  besoin  ou  la  curiosité  offrent  à  résoudre. 
[Séances  des  Écoles  JSormales,  tom.  3,  p.  463,  476.] 

2.  Indépendamment  d'une  autorité  aussi  grave  sur  ce 
point,  l'importance  de  ce  problême  est  assez  démontrée 
par  lés  efforts  multipliés  d'un  grand  nombre  d'analystes 
célèbres  des  xvii*'  et  xviir  siècles ,  pour  obtenir  une 
méthode  générale ,  directe  et  sûre ,  propre  à  faire  dé- 
couvrir toutes  les  racines  réelles  d'une  équation  numé- 
rique donnée.  Nous  allons  présenter  une  légère  esquisse 
des  travaux  de  ces  analystes ,  en  prenant  pour  guide 
l'illustre  auteur  déjà  cité. 

3.  Viète  qui,  le  premier,  s'occupa  de  la  résolution 
des  équations  numériques  d'un  degré  quelconque ,  y 
employa  des  opérations  analogues  à  celles  qui  servent  à 
extraire  les  racines  des  nombres.  Harriot,  Ougtred,  etc., 
ont  essayé  de  faciliter  la  pratique  de  sa  méthode.  «  Mais 
»  la  multitude  des  opérations  qu'elle  demande ,  et  l'incer- 
»  titude  du  succès  dans  un  grand  nombre  de  cas ,  l'ont 
»  fait  abandonner  entièrement,  avant  la  fin  du  xvii*'  siècle  »♦ 
[  De  la  Résolution  des  Equations  numériques  ,  ^ar 
M.,  Lagrange  ,  pag.  i.  ] 

4.  La  méthode  de  Newton  a  succédé  à  celle  de  Viète, 
Ce  n'est  proprement  qu'une  méthode  d'approximation  , 


(  3  ) 

qui  suppose  qu'on  connoît  déjà  la  racine  chercliée,  à 
une  quantité  près ,  moindre  que  le  dixième  de  cette 
racine.  «  Elle  ne  sert ,  comme  on  voit ,  que  pour  les 
»  équations  numériques  qui  sont  déjà  à-peu-près  résolues  ; 
»  de  plus  ,  elle  n'est  pas  toujours  sûre  ;  elle  a  encore  Tin- 
»  convénient  de  né  donner  que  des  valeurs  approchées 
»  des  racines  mêmes  qui  peuvent  être  exprimées  exacte- 
»  ment  en  nombres  _,  et  de  laisser  en  doute  si  elles  sont 
»  commensurables  ou  non  ».  [  De  la  Résolution  des 
Equations  numériques  ^  p.  3»  ] 

5.  La  méthode  que  Daniel  Bernoulli  a  déduite  de  la 
considération  des  séries  récurrentes^  et  qu'Euler  a  exposée 
dans  son  Introduction  à  l'Analyse  infinitésimale  ,  n'offre 
aussi  qu'un  moyen  d'approximation.  «  Cette  méthode 
»  et  celle  de  Newton,  quoique  fondées  sur  des  principes 
»  différens,  reviennent  à-peu-près  au  même,  dans  le  fond, 
»  et  donnent  des  résultats  semblables  )3.  [De  la  Résolu- 
tion etc. ,  p.  i52.  ] 

6.  Ce  fut  Hudde  qui  trouva  qu'en  multipliant  chaque 
terme  d'une  équation  donnée  par  l'exposant  de  l'in- 
connue ,  et  en  égalant  le  produit  total  à  zéro ,  on  ob- 
tient une  équation  qui  renferme  les  conditions  de  l'ég:alité 
des  racines  de  la  proposée.  Rolle ,  de  l'Académie  des 
Sciences,  découvrit  ensuite  que  les  racines  de  l'équation 
ainsi  formée  sont  les  limites  de  celles  de  l'équation 
proposée.  Ce  principe  est  la  base  de  sa  méthode  des 
Cascades ,  publiée  d'abord  sans  démonstration  ,  dans 
son  Traité  d'Algèbre  en  1690.  Cette  méthode  a  été 
ainsi  nommée,  parcequ'elle  fait  dépendre  la  détermina- 
tion des  limites  de  chacune   des  racines  de  l'équation 


(4) 

proposée  ,  de  la  résolution  de  difFërentes  équations 
^successives  ^  qui  vont  toujours  en  baissant  d'un  degré. 
5  La  longueur  des  calculs  que  cette  méthode  demande, 
»  et  ;nncerlitude  qui  naît  des  racines  imaginaires,  l'ont 
»  fait  fibandonner  depuis  longtemps  »  [De  la  Késolu- 
ù'on,^  etc,  p.  i66  ].  Rolle  ,  dans  ce  même  Traité  d'Al- 
gèbre ,  assigne  pour  limite  de  la  plus  grande  valeur 
de.  l'inconnue,  le  plus  grand  coefficient  négatif  de  l'équa- 
tion, augmenté  d'une  unité  ;  le  coefficient  du  premier 
terme  étant  i.  . 

7.  La  méthode  de  Stirliug,  pour  déterminer  le  nombre 
et  les  limites  des  racines  réelles  du  troisième  et  du  qua^ 
trième  degré,  a  été  généralisée  depuis  par  Euler,  dans 
son  Traité  du  Calcul  différentiel.  «  Elle  revient  dans  le 
»  fond  à  celle  de  Rolle>?.  [De  la  Résolution  etc.,  p.  166.] 

8.  En  1747^  le  célèbre  Fontaine  donna,  sans  dé- 
monstration, une  nouvelle  méthode.  Je  la  ^o««e,  disoit-il, 
•pour  V analyse  en  entier  ^  que  Von  cherche  si  inutile- 
ment depuis  V origine  de  V Algèbre.  Cette  méthode  sup- 
pose que  l'on  peut  toujours,  par  la  substitution  des 
nombres  i,  2,  3,  etc.,  au  lieu  de  l'inconnue,  dans  les 
équations  qu'elle  emploie,  trouver  deux  nombres  qui 
donnent  deux  résultats  de  signes  différens  :  «  ce  qui  n'a 
^\  lieu ,  dit  M.  Lagrange ,  qu'autant  que  ces  équations 
»  ont  des  racines  positives ,  dont  la  moindre  différence 
»  est  plus  grande  que  l'unité  ;  (  o?^ ,  pour  parler  plus 
»  exactement^  qu^ autant  qu^ily  a  de  ces  racines  qui  ne 
»  sont  pas  comprises  yCn  nombre  pair,  entre  deux  nombres 
»  entiers  consécutifs  ).  D'après  cette  considération ,  il  est 
^j^façiie  (Jf^trp.UYjg^d5e^  e^e^lgJgs^QÙ^lf  ^|j^de  ^jJ^Qi}-, 
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*  taîne  est  en  défaut».  [De  la  Résolution  etc.,  p.  162.] 
g.  Ce  défaut  avoit  lieu  également  dans  toute  méthode 
qui  emploie  les  substitutions  pour  déterminer  les  limités 
des  racines  réelles  et  inégales  d'une  équation  numé- 
rique, lorsque  M.  Lagrange  publia,  dans  les  Mémoires 
de  l'Académie  de  Berlin  pour  l'année  1767,  un  nou- 
veau procédé  ,  le  seul  jusqu'ici  qui  ait  offert  un 
moyen  direct  et  sûr  d'obtenir  cette  détermination.  Son 
Mémoire  contenoit  aussi  une  méthode  pour  approcher, 
autant  qu'on  veut  et  en  employant  l'expression  la  plus 
simple,  de  la  valeur  exacte  d'une  racine,  lorsque  l'on 
connoît  le  plus  grand  nombre  entier  compris  dans  cette 
valeur. 

Le  procédé  dû  à  M.  Lagrange,  consiste  à  substituer 
successivement,  à  la  place  de  l'inconnue,  dans  l'équation 
débarrassée  des  racines  égales  qu'elle  peut  avoir ,  les 
termes  d'une  progression  arithmétique  o,  D^  2Z),  3Dy  etc., 
dont  la  différence  D  soit  moindre  que  la  plus  petite 
différence  des  diverses  racines  de  cette  équation.  La 
grande  difficulté  étoit  de  trouver  ce  nombre  D  :  le 
génie  fécond  de  TiUustre  géomètre  lui  fournit  trois 
manières  d'y  parvenir. 

10.  La  première,  qu'il  proposa  en  1767,  exige  le 
calcul  de  l'équation  qui  a  pour  racines  les  différences 
entre  les  racines  de  l'équation  proposée.  «-Mais,  dit 
»  M.  Lagrange ,  pour  peu  que  le  degré  de  l'équation 
»  proposée  soit  élevé ,  celui  de  l'équation  des  différences 
»  monte  si  haut ,  qu'on  est  effrayé  de  la  longueur  du 
»  calcul  nécessaire  pour  trouver  la  valeur  de  tous  les 
>l  termes  de  cette  équation  ;  puisque  le  degré  de  la  pro- 
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î»  posée  ëtant  m,  on  a  ^  ^^"^V  coefficîens  à  calculer. 

»  [  Par  exemple ,  pour  une  équation  du  dixième  degré  ^ 
»  la  transformée  seroit  du  quarante-cinquième  ]. 

»  Comme  cet  inconvénient  pouvoit  rendre  la  mé- 
n  thode  générale  presque  impraticable  dans  les  degrés 
»  un  peu  élevés,  je  me  suis  longtemps  occupé  des 
»  moyens  de  l'affranchir  de  la  recherche  de  l'équatioa 
»  des  différences ,  et  j'ai  reconnu  en  effet  que ,  sans  cal- 
»  culer  entièrement  cette  équation  ,  on  pouvoit  néan* 
»  moins  trouver  une  limite  moindre  que  la  plus  petite 
»  de  ses  racines  ;  ce  qui  est  le  but  principal  du  calcul  de 
»  cette  même  équation».  [  De  la  Résolution  etc.,  p.  124.  J 

11.  La  seconde  manière  de  trouver  le  nombre  D  est 
consignée  dans  les  leçons  que  l'auteur  donna  aux  Ecoles 
Normales,  en  1796.  Klle  demande  le  calcul  d'une  équa- 
tion du  même  degré  que  la  proposée,  ayant  pour  ses 
racines  les  différentes  valeurs  dont  est  susceptible  le 
coefficient  Y  de  l'avant-dernier  terme  d'une  équation 
en  (^x — a)  ;  a  étant  une  racine  réelle  quelconque  de  la 
proposée,  dont  x  est  l'inconnue.  «  Mais  cette  équatioa 
»  en  Y,  dit  M.  Lagrange ,  peut  encore  être  fort  longue 
»à  calculer,  soit  qu'on  la  déduise  de  l'élimination,  soit 
»  qu'on  veuille  la  chercher  directement  par  la  nature 
»  même  de  ses  racines  ».  [De  la  Résolution  etc.,  p.  127.] 

12.  Ce  coefficient  yétant  une  fonction  de  a?,  l'auteur 
a  fait  depuis  réflexion  qu'on  pouvoit  toujours  éliminer 
l'inconnue  x  du  produit  du  polynôme  Y ,  multiplié  par 
un  polynôme  $  à  coefficiens  indéterminés  ,  procédant 
suivant  les  puissances  m— i ,  772-^-2,  etc.,  de  x '^  en 


.      (7), 
faisant  dîsparoître  du  produit  Fg ,  au  moyen  de  la  pro* 

posée,  toutes  les  puissances  de  x  plus  hautes  que  a?'"""*  ^ 
puis  égalant  à  o  chacun  des  multiplicateurs  de  ^,  ce 
qui  donne  la  valeur  des  coefficiens  indéterminés  de  Ç,  et 
réduit  le  produit   Y^  à  son  terme  tout  connu  repré- 

sente  par  K,  d'où  Y=^-^.  Par  suite  de  ces  opérations, 

les  coefficiens  de  l'équation  inverse  de  cdle  aux  diffé- 
rences ,  qui  étoient  divisés  par  Y,  ne  sont  plus  affectés 
que  d'un  diviseur  indépendant  de  x,  et  la  recherche 
de  JD  en  devient  moins  pénible.  Ce  troisième  procédé , 
publié  en  1798 ,  est  moins  rebutant  que  les  deux  autres  ; 
néanmoins  son  auteur  reconnoît  qvCilpeut  entraîner  dans 
des  calculs  assez  longs.  [De  la  BJ solution  etc.,  p.  228.  J 
i3.  «  Le  nombre  D  [  trouç^é d'une  de  ces  trois  manières] 
»  pourra  être  souvent  beaucoup  plus  petit  qu'il  ne  seroit 
»  nécessaire  pour  faire  découvrir  toutes  les  racines  ;  mais, 
»  dit  M.  Lagrange,  iln  y  a  à  cela  d'autre  inconvénient  que 
»  d'augmenter  le  nombre  des  substitutions  successives  à 
»  faire  pour  x  dans  la  proposée  »  [  Séances  des  Ecoles 
Normales,  tome  3,  p.  466].  Cet  inconvénient  paroît 
encore  assez  grave  dans  la  pratique ,  car  il  peut ,  en  cer- 
tains cas,  donner  lieu  à  des  milliers,  et  même  à  un 
nombre  indéfiniment  plus  grand,  d'opérations  superflues. 
Du  reste  ,  l'auteur  Ta  considérablement  diminué ,  ea 
donnant  le  moyen  d'opérer ,  par  de  simples  additions  et 
soustractions ,  les  substitutions  de  nombres  entiers  qui 
suivent  celles  des  m  premiers  nombres  i ,  2 ,  3 ,  etc. , 
dans  une  équation  du  degré  m. 

14.  Il  semble  donc  que  la  méthode  de  la  limite  de  la 
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plus  petite  différence  des  racines  /  qui  d'ailleurs  porte 
l'empreinte  du  génie  de  son  immortel  auteur,  ne  réponde 
pas,  en  tout  point,  à  l'objet  qu'il  s'est  proposé,  qui  est 
de  «  déterminer  les  premières  valeurs  à  substituer 
»  pour  X ,  desorte  que ,  d'un  côté ,  on  ne  fasse  pas  trop 
»  de  tâtonnemens  inutiles  ,  et  que ,  de  l'autre ,  on  soit 
»  assuré  de  découvrir ,  par  ce  moyen ,  toutes  les  racines 
»  réelles  de  l'équation  y>  [Séances  des  Ecoles  ISomiales  , 
tome  3  ,  p.  477  ].  Nous  ferons  voir  dans  les  chapitres 
suivans  qu'on  peut,  à  beaucoup  moins  de  frais  et  sans 
recourir  à  cette  longue  et  pénible  recherche  de  la  limite 
de  la  moindre  différence  des  racines,  se  procurer  tou- 
jours cette  assurance. 

i5.  En  outre  ,  le  désir  du  célèbre  auteur  étant  que 
les  règles  de  la  résolution  des  équations  numériques 
soient  données  dans  l'arithmétique,  sauf  à  renvoyer  à 
l'algèbre  les  démonstrations  qui  dépendent  de  cette  der- 
nière science  ,  ne  peut-on  pas  dire  que  ce  vœu  ne  se 
trouve  point  rempli  par  une  méthode  dont  la  théorie 
est  trop  compliquée,  et  la  pratique  trop  difficile  pour 
des  commençans? 

i6.  Il  restoit  donc  encore  à  glaner  dans  ce  même 
champ  où  M.  Lagrange  a  recueilli  une  si  abondante 
moisson.  Nous  avons  cherché  à  réaliser  son  projet,  en  dé- 
couvrant une  méthode  nouvelle  d'une  théorie  simple  et 
d'une  application  facile.  Nous  présentons  aux  jeunes  élèves 
un  aliment  de  facile  digestion,  dont  peut-être  ils  nous 
sauront  quelque  gré.  Nous  n'osons  nous  flatter  d'obtenir 
le  même  accueil  des  personnages  consommés  dans  la 
science  :  suivant  un  ancien  adage  ,  les  mouches  ne  sont 
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point  la  pâture  des  aigles,  aquila  non  capit  niuscas.  On 

voudra  bien  cependant  observer  que  les  méthodes  des  an- 
ciens,  lesquelles  supposoient  un  grand  travail,  une  grande 
force  de  tête,  ont  cédé  la  place,  dans  l'enseignement,  à 
des  méthodes  modernes  plus  à  la  portée  du  vulgaire  ;  nous 
espérons  que  cette  considération  préservera  d'un  superbe 
dédain  les  procédés  aussi  faciles  à  pratiquer  qu'à  concevoir, 
que  nous  offrons  en  ce  moment  au  public. 

17.  A  cette  considération  il  en  faut  joindre  une  autre, 
tirée  du  besoin  que  l'on  a  d'une  méthode  qui  soit  pra- 
ticable et  vraiment  usuelle  pour  la  résolution  des  équa- 
tions numériques,  si  l'on  veut  que  l'algèbre  puisse  s'appli- 
quer convenablement  aux  arts  et  aux  besoins  de  la  société. 
Nous  rappellerons,  à  ce  sujet,  ce  que  disoit  l'académicien 
RoUe ,  lorsqu'il  publia  sa  méthode  des  Cascades.  «  Lors- 
»  qu'on  a  envisagé  toutes  les  conditions  qui  sont  néces- 
»  saires  pour  le  succès  d'une  entreprise,  on  pourroit  sou- 
»  vent  s'aider  de  l'algèbre  pour  y  réussir  ou  pour  en 
fi  connoître  l'impossibilité  ;  mais  on  aime  mieux  chercher 
»  d'autres  conditions ,  ou  tenter  l'exécution  par  différens 
»  moyens,  que  d'avoir  recours  à  cette  science,  et,  en  cela, 
»  on  a  eu  quelque  raison  :  car  si  l'on  veut  se  servir  de 
»  l'algèbre  dans  Tinvention  d'une  machine  ou  pour  quel- 
>3  qu'autre  recherche ,  en  n'employant  d'ailleurs  que  les 
»  expériences  des  physiciens  et  les  principes  des  géomètres, 
»  on  arrivera  à  des  égalités  {équations)  irrationnelles  d'un 
»  degré  fort  élevé ,  et  il  est  plus  difficile  d'éviter  ces  éga- 
»  lités  dans  cette  application ,  que  d'éviter  les  fractions 
»  quand  on  pratique  l'arpentage.  Cependant  les  règles 
»  qu'on  a  données  jusqu'ici  pour  résoudre  ces  égalités,  ne 

2 


C   10  ) 

»  sont  ni  scientifiques  ni  générales,  et  il  suffit  de  les  éprou- 
»  ver  pour  en  être  rebuté  ».  On  a  aujourd'hui  ,  à  la 
vérité  y  des  règles  scientifiques  et  générales  ;  mais  quel 
est  celui  qui,  les  ayant  essayées,  pourra  dire  qu'elles  ne 
sont  pas  rebutantes  ? 

i8.  Si  dans  cette  esquisse  des  travaux  de  deux  siècles  y 
concernant  la  résolution  des  équations  numériques ,  l'im- 
mortel Descartes  semble  avoir  été  oublié,  c'est  que  nous 
nous  sommes  réservé  d'en  parler  ailleurs.  Comment  au- 
lûons-nous  pu  oublier  sa  fameuse  règle  des  variations  et 
des  permanences  de  signes,  publiée  pour  la  première  fois 
en  1687,  et  qui,  longtemps  négligée,  reçoit  dans  notre 
méthode  une  application  nouvelle,  et,  en  quelque  sorte, 
une  nouvelle  existence  ? 


(  II) 


CHAPITRE  II. 

Problème  préliminaire  ;  Etant  donnée  une  équation 
numérique  en  x  d^un  degré  quelconque ,  trouver ,  par 
de  simples  additions  et  soustractions ,  les  coefficiens 
de  sa  transformée  en  (x  —  ^)y^t  généralement ,  de 
sa  transformée  e/2(x— n),  n  étant  un  nombre  entier 
ou  décimal. 

19.  ijuVANT  que  de  donner  la  solution  de  ee  problème, 
nous  expliquerons  ce  qu'il  faut  entendre  par  les  sommes 
premières  ,  secondes ,  troisièmes ,  etc. ,  d'une  suite  de 
termes. 

Lorsqu'une  suite  de  termes  quelconques  étant  donnée , 
on  forme  une  autre  suite  somm,atoire  de  la  première, 
c'est-à-dire,  qui  a  pour  loi  que  son  n^^^ne  terme  soit  la 
somme  des  n  premiers  termes  de  la  suite  donnée ,  cela 
s'appelle  prendre  les  sommes  premières  ,  ou  simplement 
les  sommes  de  la  première  suite. 

Ce  mot  somme  doit  s'entendre  dans  le  sens  algébrique  ; 
Jl  exprime  l'excédant  de  la  somme  des  termes  précédés 
d'un  des  signes  -4-  ou  —  sur  celle  des  termes  précédés 
du  signe  contraire. 

Prendre  ensuite  les  sommes  de  ces  sommes  premières, 
cela  s'appelle   prendre  les  sommes-secondes  de  la  suite 


donnée.  De  même ,  les  sommes  de  ces  sommes-secondes 
s'appellent  les  somm.es-troisiem.es  de  la  première  suite ,  et 
ainsi  du  reste. 

Voici  un  exemple  de  ces  diverses  sommes  : 

Suite  donnée i . . .  i . . .    i . . .    i . . .    i. 

Sommes-premières i . . .  2 . . .   3 . . .  4 . . .   5. 

Sommes-secondes i. ,  .3. . .   6. .  •10. .  .i5. 

Sommes-troisièmes i . .  .4, . .  10. . . 20. .  .35, 

etc.  etc. 

Les  suites  dont  on  s'est  servi  dans  ce  premier  exemple, 
appartiennent  à  celles  des  nombres  que  les  Géomètres 
appellent  nombres  figurés ,  lesquelles  ont  généralement 
pour  i^r  terme ,  l'unité  5  pour  2^  terme  ,  un  nombre 
entier  m  ;  et  pour  terme  w»^'"^,  un  nombre  exprimé  par 

i.a (/»—  i)     '- 

Autre  exemple,  dans  lequel  la  suite  donnée  est  com- 
posée de  termes  pris  arbitrairement,  les  uns  positifs,  les 
autres  négatifs  : 

Suite  donnée.  • 2-+*  5 —  3-i-  4 —  3-1-    o —     i. 

*  Sommes-premières . .  2-f-  7-+-  4H-  S-h  5-4-     5-|-     4. 
Sommes-secondes. ,  .2'+"  9-I-1 3-1-2 H-26-+-  3i-H  35. 
Sommes-troisièmes. . 2+iH-M"+"4^~H7^^'+'io^-+-i37. 
etc.  etc. 

20.  Voici  maintenant  deux  propositions  d'où  résulte 
la  solution  demandée.  (Pour  leur  démonstration  ^  i>ojez 
ci-après  les  Note  S.} 


(i3) 
Première  proposition*  La  somme  nv^^''  des  n  premiers 
termes  d'une  suite  quelconque ,  égale  la  somme  de  ces 
termes  multipliés  respectivement ,  mais  en  ordre  inverse , 
par  les  n  premiers  nombres  figurés  de  l'ordre  m  ,  c'est-à- 
dire  ,  appartenant  à  la  suite  dont  le  second  terme  est  m. 

Ainsi  la  somme  m}^^^  des  n  premiers  termes  de  cette 
suite 

est  égale  k....A._,^  mA._-^. . . .  .4.?i:iig±^  A, 

Par  exemple ,  la  somme-troisième  de  ces  quatre  termes 
2-h5— 3-i-4est  (1X4— 3x3-^6x5+ ioX2)=45, 
de  même  qu'on  l'a  reconnu  plus  haut  en  prenant  les 
sommes  et  les  sommes  de  sommes. 

Seconde  proposition.  Un  polynôme  quelconque ,  pro- 
cédant suivant  les  puissances  entières  et  positives  d'une 
quantité  x ,  depuis  le  degré  m  jusqu'au  degré  zéro  ^  se 
transforme  en  un  autre  polynôme  d'égale  valeur ,  procé- 
dant suivant  les  mêmes  puissances  de  {x  —  1)  ,  dont  les 
coefiiciens  respectifs ,  à  commencer  par  celui  du  dernier 
terme ,  sont , 

1°,  La  somme-première  de  tous  les  coefficiens  du  po- 
lynôme donné. 

2^.  La  somme-seconde  de  tous  les  coefficiens ,  hormis 
le  dernier. 

3°.  La  somme-troisième  de  ces  coefficiens  ,  excepté  les 
deux  derniers.  Et  ainsi  de  suite. 


^ 
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Soit ,  par  exemple ,  ce  polynôme 

2X^  —  3^^  -^bx  —  3. 

CoeflSciens  donnés  ...  2  —  3-f-5 — 3. 
Sommes-premières  .  .  .  2 — i-f-4-+-i. 
Sommes -secondes.  .  .  .  2-4-i-|-5.  •  • 
Sommes-troisièmes  .  .  .  2  -i-  3.  .  .  •  . 
Sommes-quatrièmes.  .  .  2.  .   .   .   .  .    . 

Ainsi  les  coefficiens  du  polynôme  en  (x — i)sont.„.« 

2H-3-H5-hi  ', 
et  Ton  a 

a  (^  —  1  y  H- 5  (  a?— I  )*-f- 5 (a:— I  )  4- 1 = 20?'— . 5j:*-f.  5aj— 5. 

Cette  équation  a  lieu  ,  quelque  valeur  qu'on  donne  à  x. 

S'il  manque  dans  le  polynôme  proposé  quelque  puis- 
sance de  ^ ,  il  faut  la  mettre  en  évidence  ,  en  lui  donnant 
zéro  pour  coefficient. 

Soit,  par  exemple,  x^  —  7^  +  7. 

Coefficiens  donnés.  .  .  .  i  -4-  o  —  74-7. 

Sommes-premières  .  .  .  H-  i  —  6  -f-  r* 

Sommes-secondes.  .  .  .  1  +  2 — 4.   .   . 

Sommes-troisièmes  .  .  .  i  lir  3 

Sommes-quatrièmes.  .  .  i.    .    ..... 

On  a  donc... 

^3  —  7a;-h7=(a; — 1)3-|-3  (x — i)^ — 4ix —  1)4-  r. 

21.  Il  est  évident  qu'une  équation  dont  le  premier 
membre  est  égal  à  zéro ,  offre  précisément  le  même 
cas  que  le  polynôme  de  la  proposition  précédente.  Ainsi 
Talgorithme  par  lequel  on  obtient  la  transformée  en 
(x — i)  d'une  équation  donnée  en  x^  consiste  dans  le 
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même  procédé  employé  pour  la  transformation  d\in  po- 
lynôme d'une  valeur  quelconque. 

Etant  donc  donnée  l'équation.... 

.    ^3  —  y^  +  17  =:  o , 

les  coeflficiens  de  sa  transformée  en  (a; —  i)  sont.... 

i-f-  3  —  4  -M. 

Pareillement ,  pour  l'équation.... 

x3 —  2X —  5  =  0, 

les  coefficiens  de  sa  transformée  en(x —  i  )  sont.... 

I  -H  3  -h  I  —  6. 

22.  Par  le  même  algorithme,  on  passera  de  la  trans- 
formée en  {x  —  i)  à  celle  en  (x — 2};  de  celle-ci  à  la 
transformée  en  (a:  —  3);  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

On  obtiendra  donc  très-promptement  les  coefficiens  de 
ces  diverses  équations. 

Coefficiens  des  équations,  dans  le  i^r  exemple  dun°  21... 

enx i-HO —  7J:  7 

en(^ — i).  .  .  14-3 —  44-   I 
en(x — 2).  ,  .  n-6-f-   5-j-    i 
en(^ — 3).  .  .  n-9-i-2o-f-i3 
etc.  etc. 

Coefficiens  des  équations ,  dans  le  second  exemple.... 

en  X i-f-o  —   2  —   5 

en(^ — 1).  ^  .  H-3-}-   I —  6 

en(a; — 2).  .  .  i7i-6-}-io —   i 

en  (.îF — 3).  .  .  14-9  +  254-16 
etc.  etc. 
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^3.  Il  est  aîsé  d'observer  que  par  ces  transformations, 
on  finit  par  avoir  des  coefficiens  qui  sont  tous  de  même 
signe. 

Observons  aussi  que  si  l'équation  proposée  n'est  que 
du  troisième  degré,  on  peut  obtenir  les  coefficiens  de 
ses  transformées  successives  par  un  moyen  encore  plus 
rapide  que  l'algorithme  général.  Nos  lecteurs  le  devine- 
ront sans  peine  à  la  simple  inspection  des  coefficiens  re- 
présentés dans  le  n°  précédent.  Dans  ce  cas ,  le  calcul  des 
transformées  s'opère  instantanément ,  sans  avoir  besoin 
d'écrire  d'autres  chiffres  que  ceux  qu'on  voit  ici. 

24.  Le  même  algorithme  fournit  le  moyen  d'obtenir 
les  transformées  en  (x — 10),  (x — 20),  (x — 3o),  etc.; 
celles  en  (^ — 100),  (x — 200), (a:  —  3oo),  etc.;  etc. 

Il  faut ,  pour  cela ,  substituer  dans  la  proposée  une 
inconnue  af  qui  soit,  respectivement,  dix  fois,  cent 
fois ,  etc.  moindre  que  a:.  Les  coefficiens  de  cette  équation 
en  X  s'obtiennent ,  comme  l'on  sait ,  sans  calcul ,  par  le 
placement  convenable  de  la  virgule  qui  indique  les  dé- 
cimales. 

On  se  procure  ensuite  les  transformées  en  (x' —  i  ) , 
(af — a),(.^' — 3),  etc.;  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
/x — io\     /x — 2o\      /x — 5o\        .  ,  . 

(^^)  •  C-^)  •  C^)'  «'^-  '  -1- «ï*^'-  -f-' 

/  X  /  X  . 

X  =  —  5  ou  x.  = ,  etc. 

10  '  «100  ' 

Il  ne  s'agit  plus  que  de  rendre  les  inconnues  de  ces 
transformées ,  respectivement ,  dix  ou  cent  fois ,  etc.  aussi 
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grandes  ;  ce  qiû  s'opère  par  le  dépkcettient  Convenable 

de  la  virgule  dans  leurs  coeffîciens. 
Soit ,  par  exemple ,  l'équation 

^3  —  ^jc*  -f-  3^  —  6=0, 

dont  on  demande  les  transformées  en  {x — lo),  (a;-*-20),  etc# 
On  fera  x  =  lo^t';  d'où.... 

^'3  —  0^4:1;'^  -i-  o,o3a;'—  0,006  =  0. 
CoefEciens  des  équations.... 

en  x' I  — 0,4  +   0,o3  —  0,006 

en  ^^""^^^  ou  {x* —  I ), . . i-h 2,6 -t    2,23  -+- 0,624 

en  (î:^)  ou  (a:'—  2) . . . iH- 5,6 -4-  10,43  -H  6,464 
etc.  etc. 

Et  par  conséquent  on  aura ,  pour  les  coefiSciens  des 
équations.... 

en  {x  —  10). .  .1  +  26  -H    223  H-'  624 
en  (  ^  -—  20  ) . . .  I  H-  56  -h  Ip43'  h-  6464 


etc.  ;  etc.-^  - 


On  voit  aisément  comment,  par  une  marche  ana- 
logue,  on  se  procureroit  les  transformées  en  (a; — -îV)> 
(^— -^),  etc.  ;  celles  en  {x—-~^),  {x — -î4ô)>  etc.5  etc. 

^5.;  Si  l'on  veut  avoir  l'équation  oh.  l'inconnue,  de  la 
proposée  est  diminuée  d'un  nombre  de  plusieurs  cliiiïres, 
par  exemple ,  l'équation  en  (^x — 3i2)  ;  on  se  procurera 
d'abord  l'équation  en  {af.  — -  3),  en  faisant  ;c=  looa;'^  et  par 
suite,  celle  en  {x  —  3oo) ,  comme  il  vient  d'être  indiqué. 

Puis  on  fera  x — 3oo=ioa;';  on  obtiendra  l'équation 
en  (.r*— i)j  et  par  suite  ,  celle  en  {x — 3io).  De  cette 

3 
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dernihte ,  on  passera  à  celle  en  (^  —  3ii);  et  de  celle-ci 
à  IVquation  demandée  en  {x — 3 12). 

Voici,  par  exemple,  la  marche  qu'il  faudroit  suivre, 
si  la  proposée  était.... 

a;3-*- 4x^-1- 3a:  —  6—0* 
Soit  x=  iQox''^  d'où 

af3  —  0,04a'*  -+-  0,000807'  —  o,ooôoo5= 0. 

Coefficiens  des  équations ^ 

en  X I — 0,04 -h  o,ooo3 —   0,000006 

en  (x' — '  i) . . .  I  -{-  2,96  4-  2,9203 -f-  0,960294 
en  (x' — a). .  .1  +  5,96 -hi  1,8403 -f-  7,840694 
en  (a/ — 3)...i-h 8,96 -H 26,7608 4- 26,640894 

Ainsi  les  coefficiens  de  l'équation  en  (^  —  3oo)  sont..,. 
I  -h  896  Hh  267608  -h  26640894. 
Faisant  ensuite  x  —  3oo==ioa?',  on  a  les  coefficiens  des 
équations... 

en  x',, I  -f-  89,6+2676,03  -f- 26640,894 

en  (x'^  i). .  .1-^-92,6-1-2858,234-29407,524. 

Or  a.'  —  I  = ;  il  s'ensuit  qu'on  aura  les  coeffi- 

tiens  des  équations.... 

en  (a?— 3io). .  .1-4- 926 -h 285823-+- 29407624 

en  (07-^811). . .  I  4- 929 H- 287678 -+-29694274 

'      en  (a?  — 812). .  .1  +  9824- 289 539-^-29982882. 

Il  est  aisé  de  voir  comment  on  obtiendroit  l'équatioa 
où  l'inconnue  de  la  proposée  seroit  diminuée  d'un  nombre 
décimal  de  plusieurs  chiffres  ;  par  exemple ,  l'équation 

en  (x — -)  :  nous  ne  nous  arrêterons  point  è  ce« 

détails. 
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l6.  En  cotisidërant  le  tableau  des  opérations  par  les- 
quelles on  passe  d'un  polynôme  en  ^  à  son  équivalent 
en(x —  I  )  [20] ,  on  n'aura  pas  de  peine  à  reconnoître 
comment  on  peut  passer  réciproquement  d'un  polynôme 
en  (x  —  I  )  à  son  équivalent  en  a;  ;  et  parconséquent , 
de  celui  en  x  à  son  équivalent  en  (sc-i-  i) ,  et  ainsi  de 
suite.  Dans  le  premier  cas ,  on  a  pris  des  sommes ,-  dans 
le  second^  on  prend  des  differejîces. 

Choisissons  pour  exemple,  le  polynôme  en  x  du  n?  ao, 
dont  les  coefficiens  sont.... 

2— 3-+-5  —  3  ; 

et  son  équivalent  en  (x —  i),  qui  a  pour  cpcfîiciens.... 

2-f-  3  4-  5-4-  I. 

Pour  passer  de  celui-ci  à  l'autre  ,  on  écrit  ses  coefficiens 
et  on  procède  comme  il  suit  : 

Coefficiens  du  polynôme  en  (^*^i)..*2»|-3-f-5-hi 
Suites  dans  chacune  desquelles  le  C   i^»^«. . . .  2  +  i  -f*  4  ^^  5 

fj^ième  terme  est  la  difFérence  du  1  2^*°^  ...2— i-4-5,... 
terme  qui  le  précède  au  terme  j  3'*™*'. ..  2  —  3 ....... .^ 

j^ièfne  (Je  la  suite  supérieure . .' .  (  4**°^"  •  •  •  2 • 

On  obtient  ainsi  les  coefficiens  du  polynôme  en  x^et 
l'on  se  procurera  de  la  même  manière  ceux  du  polynôme 
en  (  ^  -H  I  ).  En  voici  le  tableau 

Coefficiens  du  polynôme  en  a; .7.2— «3 -f-  5—"  5 

Suites  de  différences  prises  sui-  C  ^.    •"•^        -f-io      I5 

j2'*™«...2 — 7  +  17 

3i^«»«...2 — 9 .; 


vantla  loi  qui  vient  d'être  indi- 
quée  , 


4''^axe,  ,  ,2, 
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Les  coefEciens  obtenus  pour  le  polynôme  en  (  ^  •+•  i  ), 
sont.... 

2  —  9  4-I7--I3; 

ce  qu'il  est  d'ailleurs  aisé  de  vérifier  par  le  procédé 
inverse. 

27.  On  a  remarqué  ci-dessus  qu'en  opérant  les  trans- 
formations successives  en(x  —  i  ) ,  ( ^  —  2 ) ,  etc. ,  on  par- 
vient à  une  transformée  en  (;c — u) ,  dont  tous  les  termes 
sont  de  même  signe.  Ici  l'on  observera  que  les  trans- 
formations en  (^H-i),  (^-f-a),  etc.  conduisent  à  une 
transformée  en  (^-tw'},  dont  les  termes  ne  présentent 
que  des  variations  de  signe ,  comme  on  le  remarque  dans 
le  polynôme  en  (^-}-i)  du  dernier  exemple,  dont  les 
coefficiens  sont  alternativement  précédés  du  signe  -t-  et 
du  signe  — •  Lorsqu'on  est  une  fois  parvenu  à  ce  poly- 
nôme en  (  jo  -\-  u'  )  ,  les  transformées  ultérieures  en 
(x  -\-  u*  ^  i)  ,  (a;-H^'-h2),  etc.  n'offriront  aucune 
permanence  de  signe  :  cela  s'apperçoit  par  la  nature  même 
du  procédé. 

Les  équations  du  troisième  degré  sont  susceptibles 
d'une  abréviation  analogue  à  celle  qui  est  indiquée  au 
n°  23. 
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CHAPITRE  III. 

Dwerses  notions  fournies  -par  V Algèbre  ,  concernant 
les  équations  numériques. 

28.  On  peut  toujours  transporter  dans  un  même 
membre  tous  les  termes  d'une  équation ,  ensorte  qu'elle 
paroisse  sous  cette  forme  : 

AX'-hA,x*-'-H ^-A^^^•^-A„^•  =  o  ; 

m  étant  un  nombre  entier  positif;  les  coefficiens  ayant 
par  eux-mêmes  une  valeur  positive  ou  négative ,  et  quel- 
ques-uns pouvant  aussi  être  nuls.  C'est  sous  cette  forme 
que  nous  considérerons  toujours  les  équations. 

Le  but  principal  qu'on  se  propose  dans  la  résolution 
d'une  équation  déterminée  ,  est  de  trouver  exactement 
ou  par  approximation ,  s'il  y  a  lieu ,  tous  les  nombres 
réels  ,  dont  la  substitution  ,  à  la  place  de  l'inconnue  , 
rend  nulle  la  somme  de  tous  les  termes  du  premier 
membre.  On  donne  à  ces  nombres  le  nom  de  racines 
réelles  de  Véquation  ,*  elles  sont  ou  positives  ou  négatives. 

39.  Le  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation  ne 
peut  jamais  surpasser  ttz,  e'est-à-dire ,  le  nombre  qui  en 
indique  le  degré;  il  peut  lui  être  inférieur  ,  ou  même  être 
nul.  L'excédant  de  m  sur  le  nombre  des  racines  réelles 
est  nécessairement  un  nombre  pair ,  indicateur  du  nombre 
des  racines  imaginaires  qui  satisfont  à  l'équation. 

On  entend  par  quantité  imaginaire ,  le  symbole  d'un 
résultat  d'opération ^  impossible  à  obtenir,  à  raison  de 
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son  absurdité  :  par  exemple  ,  la  racine  quarrée  d'une 
quantité  négative  ,  telle  que  \/^ —  4. 

Toute  racine  ou  quantité  imaginaire  se  peut  réduire 
à  l'une  de  ces  formes ,  d:  -^  -H  V^ —  B ,  et  +  A —  ^ —  B , 
A  et  B  étant  des  quantités  réelles.  Si  une  équation  a  une 
de  ses  racines  sous  une  de  ces  formes,  elle  en  a  nécessaire- 
ment une  sous  l'autre  ;  les  racines  imaginaires  se  trouvant 
ainsi  toujours  unies  par  couples. 

3o.  Toute  équation  qui  a  pour  racine  un  nombre  -f-w, 
est  divisible  par  le  facteur  074^  w  ;  celle  qui  a  une  couple 
de  racines  imaginaires,  est  divisible  par  le  facteur  réel 
du  second  degré ,  x^^  2Ax  -f-  A^  -H-  B. 

Généralement ,  une  équation  du  degré  7n  est  le  produit 
de  7n  facteurs  simples ,  soit  réels ,  soit  imaginaires  :  le 
nombre  des  facteurs  simples  réels  est  égal  à  celui  des  ra- 
cines réelles  de  l'équation. 

3i.  Lorsque,  par  la  substitution  d'un  nombre  tz  à  la 
place  de  X ,  la  somme  de  tous  les  termes  de  l'équation  est 
rendue  égale  à  une  quantité  positive  ;  et  que  la  substitu- 
tion d'un  autre  nombre  n  donne  au  contraire  un  résultat 
négatif,  on  est  assuré  qu'il  y  a  une  ou  plusieurs  racines 
en  nombre  impair,  dont  la  valeur  est  comprise  entre  n 
et  n',  et  réciproquement. 

Mais  la  substitution  ne  donne  point  de  résultats  de  signes 
différens ,  lorsque  les  racines  comprises  entre  n  et  n  sont 
en  nombre  pair. 

La  substitution  de  quelque  nombre  que  ce  soit  ne  donne 
que  des  résultats  positifs ,  lorsque  l'équation  n'a  que  des 
racines  imaginaires. 
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32.  Quand  on  change ,  dans  une  équation,  le  signe  des 
termes  du  rang  pair,  ou  de  ceux  du  rang  impair ,  les  ra- 
cines de  l'équation,  après  ce  changement,  sont  les  mêmes 
qu'avant ,  au  signe  près  ;  c'est-à-dire  que  les  racines  néga- 
tives deviennent  positives,  et  que  les  positives  deviennent 
négatives. 

11  s'ensuit  que  pour  trouver  toutes  les  racines  réelles 
d'une  équation  ,  il  suffit  de  savoir  trouver  les  racines 
positives. 

33.  Toute  équation  de  degré  impair  a  ,  pour  le  moins , 
une  racine  réelle  positive, si  son  dernier  terme  est  négatif; 
ou  une  racine  réelle  négative ,  si  ce  terme  est  positif. 

Dans  les  équations  de  degré  pair  ,  il  y  a  toujours,  pour 
le  moins ,  une  racine  réelle  positive ,  et  une  autre  négative, 
û  le  dernier  terme  est  négatif;  mais  si  ce  terme  est  positif, 
on  n'en  peut  rien  conclure  pour  la  réalité  des  racines. 

34.  Le  résultat  de  la  substitution  d'un  nombre  Hh  '^  >  ^ 
la  place  àe  x,  dans  une  équation  donnée,  est  égal  au  terme 
tout  connu  de  sa  transformée  en  {x'^n).  Par  conséquent 
y^w  est  une  racine  de  la  proposée,  lorsque  le  dernier 
terme  de  la  transformée  en  (0:4^72)  est  égala  zéro.  Et 
généralement,  la  proposée  a  autant  de  racines  égales  k-\-n^ 
qu'il  y  a  ,  dans  cette  transformée ,  de  termes  consécutifs  , 
à  commencer  par  le  dernier ,  qui  égalent  zéro. 

35.  I/a  somme  du  coefficient  du  premier  terme  d'une 
équation  et  du  plus  grand  coefficient  de  signe  contraire 
étant  prise  sans  qu'on  ait  égard  aux  signes,  et  divisée  par 
le  premier  coefficient,  le  quotient  est  plus  grand  que  la 
plus  grande  racine  positive  qui  puisse  appartenir  à  l'équa- 
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tion  ;  et  ce  quotient  s'appelle  une  limite  de  cette  plus 
grande  racine. 

Si  le  coefficient  du  premier  terme  de  l'équation  est 
■4-  I ,  le  plus  grand  coefficient  négatif,  pris  positivement 
et  augmenté  de  l'unité ,  est  une  limite  de  la  plus  grande 
racine  positive. 

On  a,  pour  obtenir  une  limite  plus  approchée  de  la  plus 
grande  racine  positive  ,  divers  moyens  qu'il  est  inutile  de 
rappeler  ici.  Observons  seulement  qu'on  peut  souvent  y 
parvenir  en  faisant  jr=  iox%  ou  a;=ioox',  etc. ,  l'équation 
en  a/  pouvant  indiquer  une  limite  de  la  plus  grande  valeur 
de  ûf,  qui  décuplée,  ou  centuplée,  etc. ,  donne  pour  J? 
une  nouvelle  limite  beaucoup  plus  rapprochée. 

JExemple.».» 

Equationeno: x*-i-    2a:'-f-      3^?—      461=0 

Equation  ena/= — . .  .^'f-Ho,2a;'.'-ho,o3jt'* — 0,0451=0; 

la  limite  en  plus  de  x  étant  i,o45i ,  celle  de  x  est  1 0,461  ; 
et  cette  dernière  est  bien  plus  resserrée  que  462,  limite 
indiquée  par  le  plus  grand  coefficient  négatif  de  l'équa- 
tion en  X,  Cette  limite  plus  resserrée  peut  se  reconnoître 
à  la  seule  vue  de  la  proposée,  par  une  simple  opération 
mentale. 

Le  terme  tout  connu  de  Péquatîon  étant  divisé  par  la 
somme  de  ce  terme  et  du  plus  grand  coefficient  de  signe 
contraire,  prise  sans  égard  pour  les  signes,  le  quotient  est 
plus  petit  que  la  plus  petite  racine  positive  que  l'équatip^Pi, 
puisse  avoir  ;  il  en  est  une  limite. 

36.  L'Algèbre  fournit  le  moyen  de  préparer  une  équa- 
tion, de  manière  que  son  premier  terme  n'ait  d'autre 
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coefficient  que  l'unité  ,  et  que  les  autres  coefficiens  soient 
tous  des  nombres  entiers.  Il  en  résulte  que  les  équations  à 
résoudre  peuvent  toutes  être  considérées  comme  ramenées  à 
cette  forme. 

L'équatioii  ainsi  préparée  ne  peut  ayoir  pour  racines  réelles 
que  des  nombres  entiers  ou  des  nombres  fractionnaires  irra- 
tionnels. En  général ,  ces  racines  irrationnelles  ne  sont  sus- 
ceptibles d'être  déterminées  que  par  approximation. 

37.  L'algèbre  donne  aussi  le  moyen  de  débarrasser  une 
équation  des  racines  égales  qu'elle  peut  avoir ,  ensorte  que 
les  racines  multiples  n'y  subsistent  plus  que  comme  racines 
simples.  Ainsi  les  équations  à  résoudre  peuvent  être  consi- 
dérées comme  n'ay-antqu^d^^,  racines  inégales. 

38 .  Une  équation  ne  peut  avoir  plus  xle  racines  réelles  po- 
sitives, qu'il  n'y  a  de  variations  dans  la  succession  des  signes 
de  ses  coefficiens  ;  ni  plus  de  racines  réelles  négatives ,  qu'il 
ne  s'y  trouve  de  permaneftces  .dejsig^,:  tellg  e^t  ia  fameuse 
règle  de  Descartes.         .:;oi  n^)    iuLi-nVl     >■,;:)  ';.       .j; 

Ainsi,  dans  le  cas  oû-tëtiïëé'lés^racîiies^de  Inéquation  sotit 

j^^éelles ,  il  y  a  précisément  autant  de  racines  positives  que  de 

n variations  de  signe,  et  autant  de  racines  négatives  que  de 

-;permanenceA*i  Z^-   V 

^"^  Lorsqu'un  des  coefficiens  de  l'équation  est  zéro,  et  que 

lés  coefficiens  du  terme  précédent  et  du  suivant  sont   de 

même  signe  ,  l'équation  a  nécessairement  des  racines  imar 

g'inaires.  - 

On  peut  reconnoître  si  une  équation  a  toutes  ses  racines 
réelles  ou  non ,  au  moyen  de  l'équation  dont  les  racines  som 
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les  quarrës  des  difFëiences  des  racines  de  la  proposée.  Dans 
le  premier  cas,  cette  équation  aux  quarrës  des  différences 
n  a  que  des  variations  de  signe  ;  tandis  qu'elle  a  nécessai- 
rement des  permanences ,  si  la  proposée  a  des  racines  imagi- 
naires. Mais  le  calcul  des  coefficiens  de  cette  équation  est  en 
général  tellement  pénible ,  qu'on  n'est  guère  tenté  d'employer 
ce  moyen.  «'^£>  3«p 

39.  On  peut  déduire  de  la  règle  de  Descartes,  les  deux 
propositions  suivantes  : 

;'^lo.  Une  équation  en  .r,  dont  toutes  les  racines  sont  réelles , 
B  autant  de  radhles  compi'ises  entre  zéro  Ql  p  j  qu'il  y  a  de 
'permanences  de  signe  dans  la  transformée  en  (  ^r •—/?),  de 
""plus  que  dans  l'équation  en  x. 

10.  Une  équation  de  cette  espèce  ne  peut  avoir,  soit  une, 
-soitdeux,  soit  n  racines  comprises  entre  zéro  et/?^  si  sa  trans- 
eformée  en  (x — p^  n'a  pas,  respectivement,  une,  ou  deux, 
loi^  n  permajiQ^ç^  (J^  signe,  de  plus  que  l'équation  eu  x. 

^'   N.B.  Noué  avons  d^nibhtré,    dans  un  Mémoire  présenté  h  la 

première  classe  de  Tlnstitut,  en  181 1 ,  que  la  seconde  proposition 

j^esl  applicable  à  une  équation  quelconque;  toutefois,  cette  propo- 

,  fiiiion  n'étant  pas  absolument  nécessaire  pour  l'emploi  de  notre 

jMéthode,  nous  nous  abstenons  de  nous  en  servir  dans  le  corps  de 

TOuvrage ,  et  nous  renvoyons  ailleurs  sa  démonstration ,  qui  sera 

jointe  à  celle  de  plusieurs  autres  théorèmes  concernant  les  v^- 

^riatiotis^  et  les  permanences  de  signe.  {^KPX^  TAppendiçe,  art.  x^*") 

ij])  %U8  iiin'^i  ;^ 


?OTn 
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(37) 


CHAPITRE  IV. 

Exposition  de  la  nouvelle  Méthode*  Première  Partie, 
Cas  où  Von  ria  besoin  que  de  cette  -partie  de  la 
Méthode. 

40.  il  OUS  allons  maintenant  exposer  successivement  les 
divers  procédés  qui  constituent  notre  Méthode  ,  en  ren- 
voyant aux  nos  du  chapitre  précédent ,  où  sont  contenus 
les  principes  qui  servent  de  base  aux  résultats  que  l'on 
obtient  par  ces  procédés.  Pour  concevoir  le  rapport  des 
uns  aux  autres ,  il  suffit  au  lecteur  qui  ne  seroit  point 
assez  avancé  dans  l'Algèbre,  de  tenir  les  principes  pour 
démontrés ,  sans  chercher  à  en  connoître  la  démonstra- 
tion ;  et  s'il  ne  veut  que  posséder  le  mécanisme  de  la 
Méthode,  il  n'a  besoin  que  de  savoir  opérer  les  trans- 
formations ,  conformément  à  l'algorithme  du  second 
chapitre.  - 

41.  Ëtant  donc  donnée  une  équation  en  x  du  degré  m^ 
on  se  procurera  ses  transformées  successives  en  (^x —  i )  , 
(^ — i),(:r  —  3),  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on 
parvienne  à  une  transformée  en  (^ — u^  ^  dont  les  coeffi- 
ciens  soient  tous  de  même  signe. 

Cette  dernière  transformée  ne  pouvant  point  avoir  de 
racine  positive, le  nombre  entier  u  est  une  limite  de  la  plus 
grande  valeur  positive  de  l'inconnue. 
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S'il  arrive  que  la  proposée  elle-même  n'offre  que  des 
permanences  de  signe ,  il  ne  reste  à  chercher  que  les 
racines    négatives   qu'elle  peut  avoir  y  et  on  procédera 
comme  il  sera  dit  plus  bas  [44]. 

42.  Lorsque  le  dernier  coefficient  d'une  équation  qui  a 
pour  inconnue  (^ — p) ,  est  égal  à  zéro  ,  l'équation  en  x 
a  une  racine  égale  au  nombre  p  ;  et  plus  généralement , 
si  n  coefficiens  consécutifs  de  la  transformée,  à  compter 
du  dernier ,  sont  égaux  chacun  à  zéro ,  la  proposée  a  n 
racines  égales,  chacune,  kp  [84].  Par  cette  circonstance, 
l'équation  en  {x — p)  se  trouve  abaissée  de  n  degrés. 

A  raison  de  cet  abaissement ,  il  peut  y  avoir  quelque 
avantage  à  ne  débarrasser  l'équation  de  ses  racines  égales, 
qu'après  avoir  opéré  les  transformations  du  n*^  41. 

48.  Lorsque  le  dernier  coefficient  d'une  équation  en 
(x — p)  est  de  signe  contraire  à  celui  de  la  transformée 
en  (x  — p —  I  )  j  la  proposée  a  une  ou  plusieurs  racines  en 
nombre  impair,  dont  la  valeur  est  comprise  entre  ^  et 
p-\-i.  Car  les  coefficiens  dont  il  s'agit ,  expriment  préci- 
sément les  résultats  que  donne  la  proposée,  quand  on  y 
met  successivement  p  et  p  -^  i  à  la  place  de  ^  [81  ]. 

44.  Les  racines  négatives  de  la  proposée  étant ,  au  signe 
près ,  égales  aux  racines  positives  qu'auroit  cette  équation 
si  les  signes  de  ses  termes  pairs  étoient  tous  changés,  on 
fera  ce  changement ,  puis  on  opérera  comme  ci-dessus  [41]  , 
et  on  obtiendra  des  résultats  analogues. 

45.  Par  cette  première  partie  de  la  Méthode,  on  trouve. 


en  certains  cas ,  toutes  les  racines  réelles  de  lequation ,  soit 
exactement,  soit  approximativement,  à  moins  d'une  unité 
près. 

Un  premier  cas  est  celui  où  la  proposée  n'a  ni  racines 
imaginaires ,  ni  plusieurs  racines  réelles  comprises  entre  deux 
nombres  entiers;?  et /?+ I. 

Un  second  cas  est  celui  où  l'on  sait  d'avance  que  toutes  les 
racines  de  la  proposée  sont  réelles ,  encore  que ,  parmi  ces  ra- 
cines 5  il  y  en  ait  d'incommensurables  comprises,  en  tel  nombre 
que  ce  soit,  entre  deux  nombres  entiers  consécutifs. 

Un  troisième  cas  a  lieu ,  lorsqu'on  sait  que  l'équation  n'a 
qu'une  racine  réelle ,  positive  ou  négative ,  ou  bien  qu'elle  en 
a  deux ,  l'une  positive ,  et  l'autre  négative ,  ainsi  qu'il  arrive 
dans  des  équations  de  cette  forme,  x™  zip:  A  =  o. 

46.  Premier  exemple.  Soit  l'équation 

x4 — iox^+36x^ — 54r+27=o. 

Coeificiens  des  équations 

en  X I — 10+36 — 54+27 

en  (07 — i)...i —  6+12—  8+0 

en(.r — 2)...i—  3+  3--   i 

en(.r — ^^3)...i+   0+0+0.  ' 

Les  racines  de  cette  équation  sont  donc  i  et  3  5  cette  der- 
nière racine  est  triple  [42],  c'est  à  dire  que  la  proposée  est 
divisible  par  (:r  —  3  )  ^. 


(3o) 
Second  exemple. . . .  x"^ — Sx^ + x-\-  7  =  0. 
'    Coelficiens  des  équations 

en  X I —  5+1+7 

en  (a? — i)...i —  2—  6+   4 

en  (x — 2)...!+    I —  7 —  3 

en  (.r — 3)...i+  4 —  ^ —  ^ 

en  (x — 4)«"i+   7+   9 —  ^ 

en  (.T — 5)... I  +  10  +  26+ 12. 
La  proposée  a  donc  deux  racines  positives  incommensu- 
rables^ dont  les  valeurs  sont  respectivement  comprises  entre 
I  et  2  5  et  entre  4  et  5>.  Pour  avoir  ensuite  la  racine  négative, 
on  change  les  signes  des  termes  de  rang  pair  dans  la  proposée 
[44]  j  et  l'on  a 


x^  +  5x^  +  x — 71 


o. 


Coefiiciens  des  étpiations 

en  X         X  .   .   1+5+    ï — 7 

en  (x — i).   .   .   1  +  8+14+0. 

Donc  la  racine  négative  de  la  proposée  est  —  i . 

Troisième  exemple. . . .  oc^ — ^x  +  7=0. 

Coefiiciens  des  équations 

en.x i+o — 7  +  7 

en  (x — i)  .   .   .    1+3 — 4+1 
en  (.x-— 2)  .    .   .    I  +  6  +  5  +  I . 

Coefficiens  des  équations 

en  xt== — X.   .   .   .   I —  o —  7 —   n 

.  ,  .   I  +   3 —  4 — 13 

^aM.   1+6+    5— 13 

...   I  +   9  +  20 —   I 

.  .   1  + 12  +  41  +  29. 


JyÔV 


en  (x— i) 
en  (x — 2) 
eu  (x — 3) 
eu  (x — 4) 
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L'équation  proposée  étant  de  celles  qu'on  sait  avoir 
toutes  ses  racines  réelles ,  il  en  résulte  que  non  -  seule- 
ment elle  a  une  racine  négative  dont  k  valeur  est  entre 
—  3  et  —  4  [43  ]  5  mais  aussi  qu'elle  a  deux  autres  racines 
positives  comprise  entre  i  et  2  ^  parceque  la  transformée 
en  (a?  —  2)  a  deux  permanences  de  signe  de  plus  que 
celle  en  (j;—i)'[  39].  Telle  est,  dans  ce  cas  ,  la  consé- 
quence de  la  règle  de  Descartes. 

Quatrième  exemple.*,^  x^ —  ^74^  =  o. 
Coefficiens  des  équations.... 

i-H  0+  o — 1745 
..i-h  3-1-  3 — 1744 
..T-H  6-1-  12 — 1737 
..i-h  9-}-  27 — 1718 
..i-4-i2-f-  48  — 1681 
..i-l-iô-f-  76^1620 
.  .i-f-  i8-j-  108  — 1629 
.  .H-2H-147 — 140a 
* .  i-f-  24-1-192  —  1 233 
. .  i  H-  27  -f-  243  —  I  o  1 6 
. -1-1-30  +  300 —  745 
. .  I -H  33 -j- 363 —  414 
..1  +  36-1-432 —  17 
•  •H- 39 -H  507+   462. 

Donc  la  racine  de  l'équation  est  entre  12  et  i3. 

47.  Nous  avons  suivi  dans  ce  dernier  exemple  5  la 
marche  la  plus  longue  j  car  il  est  aisé  de  voir  que  x 
devant  être  un  nombre  entier,  exprimé  par  deux  chiffres, 


en  X 

en  i^x — I 
en  (^ — 2 
en  {x — 3 
en  (x — 4 
en  {x — 5 
en  {^x — 6 
en  (o; — 7 
en  (a7-rrj& 
en  (.r— 9 
en  (4: — 10 
en  {x^^\ 
en  {x — 12 
en  (x — 13 
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on  pouvoit  d'abord  se  procurer  les  transformées  en 
(^' — lo),  (^—20),  etc. ,  par  le  procédé  indiqué  plus 
haut  [24],  en  faisant  d'abord  ^==100^%  ce  qui  changeoit 
réquation  en sô'l —  i,745  =  o.       '■  ^  f  ^^ 

Coejfficiens  des  équafions.... 

en  X i-j-o-h   o — i;,745 

en  ('^"^-)  ou  (^'-^i).-.i-H3Hh    3  —  0,745 

en  ^^""^  N  ou  [x — 2}.'T.i  H-64-i2  +  6,255 

Et  par  conséquent.... 

en  (:r — 10}. . -i  4- 3o -f-.   3oo  —  746 
en  {x — 2o)...i  4-60 -f- 1200  4- 6255. 

Donc  la  racine  est  entre  10  et  20.  Il  ne  reste  qu'à  se  pro- 
curer les  transformées  successives  après  celle  en  (o; —  10), 
jusqu'à  celle  en  (^-^19)  tout  au  plus. 

Coefïiciens  des  équations.... 

en  (^x — 10)... 1 4" 3o4- 300—745 
en  (o;— II). ..1  +  33  +  363  —  414 
en  {x — i2)...i-f-36+432 —  17 
en  (.r—i3)... 14-39  +  507  +  452. 

Et  l'on  conclura  ,  comme  plus  haut ,  que  la  racine  3i*nie 
ou  cubique  de  1745  est  entre  12  et  i3. 

La  nouvelle  Méthode  offre  donc  un  moyen  d'ex- 
traire ,  par  des  additions  et  soustractions ,  la  racine 
7„/èwe^  exacte  ou  approchée,  d'un  nombre  quelconque. 
Si  l'on  veut  comparer  cette  méthode  avec  les  anciens 
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procèdes  ,  nous  laissons  à  juger  lequel  des  deux  moyens 
mérite  la  rrôférence. 

48.  Le  procédé  que  nous  avons  employé  dans  le 
n°  précédent  ^  n'est  pas  applicable  seulement  aux  équa- 
tions à  deux  termes  ;  on  peut  aussi  l'employer  dans  une 
équation  quelconque  ,  toutes  les  fois  qu'on  aura  sujet 
de  petis(r,  d'après  l'examen  des  coefficiens  de  la  pro- 
posée ,  que  le  plus  grand  nombre  entier  ,  faisant  partie 
de  la  plus  grande  racine  positive ,  peut  être  exprimé  par 
plusieurs  chiffres.  Dans  ce  cas  ,  il  pourra  être  plus  con- 
venable de  faire  x  =  iox'_,  ou  a;  =  100^%  etc.,  et  de 
se  procurer  d'abord  les  transformées  en  (x  —  10), 
{a:  —  20)  ,  etc.  ;  ou  en  (se — 100),  (a; — 200)  ,etc,  etc.; 
ou  bien  encore ,  de  résoudre  Téquation  en  af ,  à  l'aide 
des  transformées  successives  en  (  af —  i);  (x*- — 2),  etc.  j 
puis  d'en  déduire  les  valeurs  de  x. 

Ces  remarques  détruiront  sans  doute  cette  objection 
que  l'irréflexion  pourroit  opposer  à  notre  Méthode; 
savoir  :  «  que  si  les  racines  étoient  exprimées  en  nombres 
»  un  peu  grands  y  la  JVJéthode  seroit  impraticable 
y)  par  sa  longueur ,  et  qu'on  auroit  beaucoup  plus  tôt 
»  fait  de  chercher  les  mêmes  choses  par  les  méthodes 
»  ordinaires  ». 

On  peut  se  rassurer  contre  cette  prétendue  longueur  , 
puisque  le  nombre  des  transformées  successives  exigées 
par  cette  Méthode  ,  si  faciles  d'ailleurs  à  obtenir  par 
notre  Algorithme  ,  est  égal  au  nombre  des  chiffres  qu'on 
veut  avoir  à  la  racine  ,  plus  la  somme  de  ces  mêmes 
chiffres  considérés  comme  n'exprimant  chacun  que  des 

5 
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unîtes  simples.  Par  exemple  ,  pour  avoir  le  nombre  8i2 , 
le  nombre  des  transformées  seroit  3-h8-hH-2=i4. 

49.  Veut-on  maintenant  avoir  ,  dans  les  cas  précé- 
dens,  des  racines  plus  approchées,  à  telle  unité  décî- 
maie  près  qu'il  plaira,  on  peut  employer  la  méthode 
d'approximation  qui  sera  exposée  ci- après,  au  Cha- 
pitre VI. 
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CHAPITRE  V. 

Suite  de  Vexposition  de  la  noui^elle  Méthode,  Seconde 
Partie,  Cas  oii  cette  Partie ,  jointe  à  la  première , 
sirffit  -pour  faire  découvrir  les  limites  de  toutes  les 
racines  réelles  d^une  équation» 

5o.  Les  cas  mentionnés  dans  le  chapitre  précédent  ne 
sont  pas  les  plus  nombreux.  Tantôt  l'équation  à  résoudre 
n'a  que  des  racines  imaginaires;  tantôt  ses  racines  sont 
toutes  réelles  ,  mais  on  l'ignore  ,  et  plusieurs  d'entr  elles 
ayant  pour  limites  les  mêmes  nombres  entiers^  et/7+i , 
on  ne  peut  les  découvrir  toutes  par  les  seules  transfor- 
mées en  {x —  1)3  («^  —  2),  etc.  ;  d'autres  fois  quelques- 
unes  des  racines  sont  réelles,  et  d'autres  sont  imaginaires, 
sans  qu'on  le  sache  ou  qu'on  soit  instruit  du  nombre  des 
unes  ou  des  autres.  Dans  ces  diverses  circonstances  ,  on 
aura  recours  à  des  transformées  co/Za^eVû:/^^ ,  en  la  manière 
qui  va  être  expliquée. 

5i.  Il  faut  d'abord  observer  que  la  résolution  des  équa- 
tions se  réduisant  à  la  recherche  des  racines  positives  [82], 
cette  recherche  elle-même  se  réduit  à  celle  des  racines 
positives  qu'une  équation  quelconque  peut  avoir  au-des- 
sous de  lunité.  Ceci  est  une  conséquence  des  tranjrforma- 
tions  successives  ;  car  il  est  évident  que  pour  connoître 
toutes  les  racines  positives  de  l'équation  en  ^r,  il  suffit 
de  connoître  respectivement  les  racines  positives  infé- 
rieures à  l'unité,  1°.  de  la  proposée  ;  2°.  de  sa  transformée 
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en  (  ^  —  1  )  ;  3°.  de  celle  en  ( ^  —  S  )  ;  et  aînsî  de  suite  , 
jusqu^à  la  dernière  transformée  qui  conserve  quelque  va- 
riation de  signe.  On  voit  en  effet  que  pour  découvrir  les 
racines  que  la  proposée  peut  avoir  entrep  etp-f-i ,  il  ne 
s'agit  que  de  trouver  dans  l'équation  en  {x — p),les 
valeurs  de  l'inconnue  (x — p)  comprises  entre  o  et  i. 
Tel  est  donc  le  problême  dont  il  faut  obtenir  généra- 
lement la  solution  :  Etant  donnée  une  équation  qui  n^a 
point  de  racines  égales ,  s'assurer  si  elle  a ,  ou  si  elle  n'a 
pas  des  racines  comprises  entre  o  et  i. 

52.  Lorsqu'on  ignore  si  l'équation  proposée  a  toutes 
ses  racines  réelles  ,  l'examen  de  la  succession  des  signes 
ne  fournit  plus  un  indice  certain  de  l'existence  des  racines 
qui  peuvent  être  comprises  entre  jp  etp  -f-  i.  Si  l'équation 
en  (  a: — p  —  i)  a  des  permanences  de  signe  de  plus  que 
l'équation  en  (^  — p)  ,  le  signe  du  dernier  terme  dans 
chacune  de  ces  équations  étant  le  même ,  on  peut  seule- 
ment soupçonner  qu'il  y  a  des  valeurs  de  (x — p)  entre 
zéro  et  un ,  et  parconséquent  des  valeurs  de  x  entre  p 
et  p-\-ï  ;  mais  ce  soupçon  reste  à  vérifier. 

D'une  autre  part,  si  la  seconde  proposition  mentionnée 
au  n°  39  étoit  admise  comme  principe  général  pour  une 
équation  quelconque ,  ce  principe  fourniroit  un  motif 
constant  d'exclusion  contre  toute  valeur  qu'on  voudroit 
attribuer  à  (x — p)  entre  zéro  et  un  ,  toutes  les  fois  que 
l'équation  en  (x — p — i)  ,  n'a  pas  plus  de  permanence 
de  signe  que  l'équation  en  (x — p).  Dès  lors  on  déter- 
mineroit  sur  le  champ ,  au  moyen  des  exclusions  qu'on 
seroit  autorisé  à  prouQUcer  ;  les  seuls  nombres  entiers 
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parmi  lesquels  on  doive  chercher  ceux  qui  sont ,  à  moins 
d'une  unité  près  ,  les  racines  de  l'équation  proposée. 
Comme  nous  n'apporterons  point  ici  de  preuves  de  la 
généralité  de  ce  principe ,  nous  allons  recourir  à  un  autre 
motif  de  rejet. 

53.  Soit^  par  exemple,  cette  équation.... 

0^3  —  4^*  -{-Zx  —  6  =  0  j 

l'équation  inverse  en  z  ou  -   est, comme  l'on  sait,  celle 

dont  les  coefficiens  sont  les  mêmes  que  ceux  de  l'équa- 
tion en  X  f  mais  en  ordre  inverse.... 

6z^  —  3^^  -H  4^  —  1  =  0. 
La  transformée  en  (js —  i  )  est.... 

6(^— i)3^-i5(z— i)^-H  i6(z  — 1)4-6  =  0. 
Cette  transformée  n'ayant  que  des  permanences  de 
signes ,  offre  un  indice  ou  critérium  certain  de  l'absence 
de  toute  racine  réelle  entre  zéro  et  un ,  dans  l'équation 
en  X,  Généralement  F  équation  en  x  ne -peut  ai>oir  plus 
de  racines  entre  o  et  i ,  que  la  transformée  en  (z — i) 

ou  ( i^  na  de  variations  de  signe. 

Et  si  l'équation  en  (z  —  i)  a  son  dernier  terme  né- 
gatif ,  celle  en  07  a  ,  pour  le  moins ,  une  racine  réelle 
entre  zéro  et  un. 

54.  Appliquons  ce  critérium  à  l'équation.... 

-  x^  —  20;  —  5  =  0, 
et  faisons  -  =:  ^  5 —  z^ , ~z^ ,  et  ainsi  de  suite. 
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Coefficiens  des  équations.... 

en  X i4-o —  2—  5. . .  .en  f^— -i). . ,  .54-17+19-I-  6 

en  (x — i) i+3-i-  I —  6.... en  (z, — i) ô+iy-f-iS-f-  i 

en  (x — 3). . . .  i-f-6-|-io —  i . . .  .en  (z,— i). . . ,  i— .  7 — 23— 16 
en  (x — 3). . . .  i+9-|-25+i6. 

Et  pour  la  recherche  des  racines  négatives,  soit.;i;=' — x, 


-  =  z ,  etc. 


Coefficiens  des  équations.... 

en  X I — 0 — 2-}-5. .  ..en  (z — i). ..  .5+i3-j-n-|-4 

en  (x — i) i-f-54-1+4. 

Ces  transformations  collatérales  suffisent ,  comme  l'oni 
voit ,  pour  la  résolution  approximativ  e  de  l'équation ,  à 
moins  d'une  unité  près  ;  elles  donnent  l'exclusion  à  tout 
nombre  négatif;  et  elles  excluent  en  même  temps  tout 
nombre  positif,  excepté  le  nombre  2 ,  lequel  est  admis 
pour  le  plus  grand  nombre  entier  compris  dans  la  racine  , 
par  le  double  motif  que  le  dernier  terme  de  l'équation 
en  (a; — 3)  est  de  signe  contraire  à  celui  de  l'équation 
en  (œ  —  2) ,  et  que  le  dernier  terme  de  l'équation  colla- 
térale en  (;?, —  I  )  est  négatif  :  ces  deux  motifs  coïncident 
toujours  ensemble. 

55.  Ces  transformations  suffisent  aussi  pour  détermi- 
ner j  à  moins  d'une  unité  près,  les  racines  réelles  d'une' 
équation ,  toutes  les  fois  qu'à  chaque  couple  d'équations 
en  (x — p)  et  (se — p — i),  dont  les  derniers  termes 
respectifs  sont  de  même  signe  ,  correspond  une  équation 
collatérale  en  (;?,  —  i  )  qui  n'a  que  des  permanences  de 
signe. 
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1  Exemple.,.,  .r^~  lè'^^  +  SSx»— i32:r-f-  121-=^  o.        --^ 

••     •  ■  ,■■•,.,  '-f  -■ 

'«»•*•■• I— i2-f  58— 132  f  lai. .  .en  {z  — i). .  i2i-f-352  +  388  f  iga-fî^S' 

_  en  {x-T-ii).. ,  i^  8  f  28—  48 -f-  36. .  ytn  (z.— i). .  36  f  ■  96  fioo-j-  48-+-  g 
, ^  <n  {^{TT.Û; '\^l-^,.  4-+,iPf^;  "ï?rTjr  ^  '9., ^ . en  (z,—  i ) .  .  g-f  2^^  284-  iG-}-  4 
'  en  Cr~3).;.i+  0+  4+     0+     4^..«a(^,--|i>..;  4+^164.  28-f-  24+^ 

Les  transformées  collatérales  donnant  icî'  f  éxclusîoli  i.  tout 
nombre  positif,  et  la  proposée  n'ayant  point  de  permanence 
de-  signe ,  par •  conséquent  point  de  riacine  négatÎYe  '^  il  s^etisuh 
^fi.^^RH^j.f^^.J'^Ç^^^^'^^V^P^gûi^ÀFes^       ,  ^fÀnBup*!  'snoir. 

,  ,iCQ<pfl^Q}€ïûs  flesi  éqinatiQns.'.iii  iii»[j  jj  p  rfoilabi  e3nii^i.i        •- 

.  en  ^,i . . . .' . . .  1^  '5-4-  ^4-  6—1 2 . .  :  '.fen -(¥ l^i^C^Iq^ttî^-  '^'^^o^-^'iV^^-^ 

-H"^  ^^~^h\'  'Ait-  *""  ^^  .^'T  ^r  %'  :en.Cz.i-i).^. .,  ^^S+i6-M4+  4' 
.    en  (^— 2).V.  .1-1-.  3—  J2-— ,  a—  4- . .  .^  (2,-1).  .T.  4-}^i8-b324-23-|-  4 
'^n  (x— 3j. . .  .f+  74-i3+  7—  i en  (Z3--1) 4-f  Q__i^ia_38-.24 

1^  (3>rr4^.4  .  .l+Il-t:4o+58-f.ai  }       9  -^-  '    '      -~     ~      ^^  *"  '  ^       " 

fl^  ftobc-'T''^'^  ^"^  ^  ;6r-f2>vr--e|ai<-,%Hii)Sf'--nrf544-85T|-  Si'^iTfi 

^  (x— rij./.i+.94-26-f  23-r-  7.>...en  (z,— i)..i.  74-  5-_53— rç>2— 5ît> 

''eu  (x— 2)...i-}-i3+594-io64-52.    ■'"  '  ' ..    '"     '  -^^       '^ 

in!*^i  l'i  ;yj'i  Ji:.'?  /<P  io  s^^np  'iiic^^nu  r-"?       V  -r-'V-^- ^i:rn(;^<J 
JTapres  les  transiormçes  collatérales ,,  on  r^cOnnoit  que  les 

seules  racrties  réelles  de  lequation  sont  o  et  —  1 ,  a  moms 
.         ,  ^  .    3  9  tifsrm 

d  une  unité  près.  ^  ^ 

46    L'uniformité  des  signes  dans  J'équati(in  en  [z^  - —  i  ) 

ne   perfectjant  pas  ^^a|tribuer  aifcdïme  Valeur  à*(x'^-— yt?) 

entre  o  et  i ,  on  peut  demander  si  la  proposition  inverse  est 

également  vraie.;'^e^  à,  dSrer,  ^lî^tle  uniformité  a  toujoui's* 

'  lieuj  lorsque  x — p  n'a  aucune  valeur  positive  inférieure  à 
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l'unité.  Si  cela  ëtoît ,  on  voit  que  l'emploi  des  transformations 
collatérales  ne  fourniroit  pas  seulement  un  motif  certain  d'eX' 
clusion  contre  des  nombres  qui  n'appartiennent  pas  aux  ra- 
cines de  l'équation  proposée ,  mais  qu'ilfèroit  aussi  connoître 
avec  certitude  les  nombres  entiers  qui  sont,  à  rnqins  d'une 
unité  près,  des  racines  de  cette  équation.  îî  ^'^J 

5^.^   Pour  obtenir  la  réponse  k  cette  demande,  il  faut 
considérer  que  si  a;  —  p  n'a  pas  de  valeur  entre  zéro  et  un, 

alors  l'équation  en  z^  où  -4^' ri'dyàiit-  pas  de  valeur  supé- 

rieUre  à  l'unité  ,  la  transformée  €n' 1[2;>- ^ —  i)  ne  peut  avoir 
pour  racines  réelles  que  des  racines  négatives.  Donc  tous  les 
facteurs  réels  simples  que  cette  transformée  peut  avoir, 
sont  de  la  forme  z^  —  i  -}-  A  5  et  si  ces  facteurs  ne,  sont  as- 
sociés qu'à  des  facteurs  du  second  degré  de  la  .forme 
[z^  —  I  )^  +  P  (z^  —  I  )  +  Q  ,  (  A ,  P  et  Q  étani  positifs  par 
eux-mêmes  ),  il  est  évident  que  la  transformée  en  (^^p — - 1  )  n'a 
pour  lors  aucune  variation  de  signe.  Or,  cette  forme  des 
facteurs  du  second  degré  a  toujours  lieu  dans  la  transformée , 
à  l'exception  d'tm  seul-  cas ,  savoir ,  celui  où  l'équation  en 
Çx — p^  a  une  ou  plusieurs  couples  de  racines  imaginaires  de 
la  forme  -\-f-\-  \/  —  ^ ,  ensorte  queyet  <p  étant  l'an  et  l'autre 
moindres  que  l'unité,  on  ait  <p  <./{  '"Tv^)',  ^^  P^^'  consé- 
quent <p  <  ^. 

En  effet  lorsque 

et  ^_i=^^^,+  K__*, 

>q  'msl:  .  k'ii  ^ — 'i^  9i/pe 
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la  partie  réelle  y;]^  ■  —  i  ne  peut  être  positive,  à  moins 

que  le  dénominateur  y^ -f-  <p  ne  soit  plus  petit  quej^  ce 
qui  n  a  lieu  qu'autant  quef  et  <P  sont  des  fractions ,  et 
qu'on  a  ç)  </ — f^  ,  ou  <p  <f{  i  — /)  ;  d'où  il  suit  que 
(p  est  alors  moindre  que  ~  ou  0,26;  vu  que  \  est ,  comme 
on  sait ,  le  plus  grand  produit  que  puisse  donner  une 
fraction  multipliée  par  son  complément  à  l'unité. 

Ce  cas  est  le  seul  qui,  introduisant  dans  la  transformée 
en  (z^ — i)  des  facteurs  de  la  forme  (Zp — i)^ — P  {z^ — i)H-Q» 
pourroit  y  donner  lieu  à  des  variations  de  signe,  et  laisser 
subsister  la  présomption  de  l'existence  des  racines  entre 
zéro  et  un  dans  l'équation  en  (jr — p). 

58.  Ce  cas  d'exception  s'évanouira  nécessa'rement  par 
l'effet  des  opérations  ultérieures  de  notre  Méthode  , 
comme  on  va  le  voir  dans  le  chapitre  suivant.  Mais  il 
suit  dès  à  présent,  du  numéro  précédent ,  que  la  seconde 
partie  de  cette  Méthode  fait  connoître  avec  certitude, 
tantôt  l'absence  de  toute  racine  réelle  dans  l'équation 
en  {x — p)  entre  o  et  i  ;  tantôt  l'alternative  de  l'exis- 
tence de  plusieurs  racines  entre  zéro  et  i  ,  ou  de  celle 
d'une  couple  ,  au  moins,  de  racines  imaginaires  ,  dont  la 
partie  réelle  est  une  fraction  proprement  dite  ,  tandis 
que  la  quantité  précédée  du  signe  —  sous  le  signe  ra* 
dical ,  est  moindre  que  -^  ou  0,26,  et  même  que  le  pro- 
duit de  la  partie  réelle  par  son  complément  à  l'unité. 
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CHAPITRE  VI. 

"Fin  de  Vexpositîon  de  la  noui^elle  Méthode,    Troisième 

Partie. 

59.  i^ORSQU'oN  sait  avec  certitude  que  la  proposée  a 
une  ou  plusieurs  racines  comprises  entre  p  etp-|-i,il 
reste  à  trouver  une  valeur  exacte  de  ces  racines  jusqu'au 
jiième  chiffre  décimal  ;  et  quand  on  a  lieu  seulement  de 
présumer  leur  existence ,  il  reste  à  opérer  la  vérification 
de  ces  racines  douteuses.  TJn  môme  procédé  va  remplir 
ce  double  objet;  c'est-à-dire  que  la  méthode  d'approxi- 
mation pour  les  racines  déjà  connues,  sera  en  même  temps 
une  méthode  de  vérification  et  d'approximation  pour 
celles  qui  ne  sont  que  soupçonnées, 

60.  Soit  qu'on  ait  la  certitude  que  l'équation  en  (^x — p) 
a  quelque  racine  comprise  entre  o  et  i ,  soit  qu'on  se  trouve 
seulement  autorisé  à  le  soupçonner,  on  fait  io(jr — p)  =:-x\ 
Autant  X — p  a  de  valeurs  entre  zéro  et  un  ,  autant  x*  en 
doit  avoir  entre  zéro  et  dix.  Il  faut  donc,  au  moyen  des 
transformées  en  {^x  —  i  )  ,  {x' —  2),  etc. ,  jusqu'à  celles  en 
{x  —  10)  tout  au  plus  ,  chercher  les  racines  que  l'équa- 
tion en  x'  a  ou  peut  avoir  entre  o  et  10. 

On  se  comporte  dans  cette  recherche  comme  dans  celle 
des  racines  de  Féquation  en  a;  3  et  l'on  parvient  de  cette 
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manière ,  sôlt  à  trouver  la  première  décimale  des  racines 
dont  la  partie  exprimée  en  nombre  entier  p  est  déjà  con- 
nue; soit  à  reconnoître  et  à  vérifier,  à  moins  d'un  dixième 
près  5  l'existence  des  racines  comprises  entre /?  et  (^-i-i), 
qui  jusques-làétoit  douteuse,  et  qui  cesse  de  Tètre,  parce- 
que  ces  mêmes  racines  ne  se  trouvent  point  comprises 

ensemble  entre  (/?-+-—)  et   (p-^  P  +  ^\  ^  ]çg    ^{^^^ 

renées  de  ces  racines  entr'elles  pouvant  d'aillcnrs  êlre 
indéfiniment  moindres  que  -j^;  soit  encore  à  détruire  la 
présomption  occasionnée  par  des  racines  imaginaires 
jf~^  V^ —  <p  1  dans  le  cas  où  le  criteriurn  ou  moyen  d'ex- 
clnsion  mentionné  dans  la  seconde  Partie  [53], s'est  trouvé 
en  défaut  [ôy]. 

6i.  On  parvient,  disons-nous,  à  détruire  ce  soupçon 
à  l'aide  des  équations  en  (a' — p)  et  en  (xV —  i  ),  toutes 
les  fois  au  moins  que  le  centuple  de  la  fraction  (p  est  égal 
ou  supérieur  à  ^  ;  ou  ,  ce  qui  revient  au  même,  toutes  les 
fois  qu'on  n'a  pas  <P  <  ^-  ,  ou  bien  <p  <  o,oo25. 

Pour  s'assurer  de  ceci ,  il  ne  faut  que  faire  attention  à 
l'équation  lo  (  x — p  )  =  a' .  Lorsqu'une  valeur  imaginaire 
de  (^ — p)  est  f-^  \/^ —  <p ,  la  valeur  correspondante  de  x\ 

est  lo/  -{-j^^ —  ICO  ^  ,  et  celle  de  {x — p')  est 

(  I of-—  p)zt  |/—  ioo<p  ,  ou  bien  /'  ^  |/ —  i oo  ç  , 
si  l'on  fait  loj — p'  —j  '.  On  raisonnera  donc  pour  l'équa- 
tion en  {zp —  I  ),  comme  on  a  fait  ci-dessus  pour  celle 
en  (^,— 1)[58]. 

62.  Ce  qui  précède  va  s'éclaircir  par  l'exemple  suivant 
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Soit  à  résoudre  réquatîoii.... 

X3  — 5iX^-f-76iX— 2655=o; 

ou  bien  ,  X  étant  égalé  à  loo;,  soit  proposée  cette  autre 
équation.... 

x3  —  5,i:r^-H-7,6ia7 — 2,655  •=  o.  - 

L'équation  n'ayant  point  de  permanence  de  signe,  n'a 

point  de  racine  réelle  négative. 

Coefficiens  des  équations..., 

en  X 1 — 5,i-j-7,6i — 2,655. .  .en  (s — i  )...2,655-f.o,355 — 2,i55— 0,855 

en(a: — i)...i — 2,i-f-o,4i-|-o>855. .  .en(z, — i)...o,855-f-3,975-hi,285-f-o,i65 
en(x" — 2)...i-}-o,9 — 0,79-1-0,165. .  .en(za— i)...o,i65 — 0,295 — o,i854-i»275 
en  (x— 3) . . .  1 -}-3,9 -f  4,0 1 -H  1 ,  275 . 

Donc  zéro  est  admis  comme  racine  approchée  ,  à  moins 
d'une  unité  près  j  le  nombre  %  est  exclus  j  le  nombre  2  est 
à  vérifier. 

Pour  Tapproxinaation  de  la  racine  admise ,  soit  io.r=a/, 

~  =  z- ,  etc. 

Coefficiens  des  équations.... 

en  x' I  —  5i  -f-  761  —  2655 

en  (x' — i) 1  —  48  -f-  662  —  1944 

en  (£ — 2) I  —  45  -{-  669  —  1829  > 

en  (x'S) 1  —  42  4-  4^2  —    804 

en  (a:'— 4) 1  —  89  -|-  401  —    363 

en  (a,' — 5; I  —  36-4-  3:^6  -f-        o. 

Donc  x=Sy  d'où  a:  =  o,5. 

N.  B.  On  voit  qne  les  équations  collatérales  en  C^'— 1)  , 
fz\ — i),  etc.  sont  inutiles  clans  cette  circonstance  ,  parceque  la 
tran.sh)rmée  en  (z — i)  n'ajant  qu'une  variation  cle  signe  ,  il 
s'ensuit  que  x'  ne  peut  avoir  qu'une  seule  valeur  entre  o  et  10  , 
X  n'en  pouvant  avoir  qui'une  entre  zéro  et  un  [53], 
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Pour  la  vérification  des  racines  douteuses,  soit.  •  • .  « 

10  (^ — i)—-^% -7- =;&';,  etc. 

Coefficiens  des  équations.... 

en  y i-f-  9— 79+i65 en  (i'— i). ..  .1654-416+346+98 

en  {x: — i) 1  +  12 — 58+96 en  (z,',— 1) 96+230 -fi 84+5 1 

en  (a'— 2). . . .  i  +  i5— 5i+  5i en  (:&'»— 1)...,  5i  +  i22-f  io6+36 

en  (i'— 3). . .  .1+18+  2+  36. 

Donc  af  n'a  pas  de  valeur  réelle  positive;  donc  2  estr 
exclus,  et  l'équation  est  résolue. 

63.  Autre  exemple.,,»  x^ — '^x^ — 3a;3-{-'7x^-+8.r-h2  =  o. 

Coefficiens  des  équations.... 

eax' i—  3—  3+  7+  8+  3...en(z— 1)...  2+18+  69+  86+54+ia 

en(a: — i)...i+  2 —  5 — 10+  6+12. ..en(z,-i)... 12+66+134+121+46+  6 
en(j;-- 2>..i+  7+i3 —  3 — 16+  6...en(z»-i)...  6+14 —  7 —  32— 10+  1 
en  (x— 3)...  1+12+51 +88+50+  8. 

Coefficiens  des  équations..., 

«nx  =  --  X.  ..1+3 —  3—  7+8 — 2..  .en  (z — 1). .  .2+2 — 5—4+^+0 
«n  (x —  i) 1+8+19+12+2+0. 

Donc  une  des  valeurs  de  jr  est  —  i  ,  et  les  transformées 
collatéi  aies  ne  permettent  de  soupçonner  d'iiutres  racines 
réelles  qu'entre  2  et  3  et  entre  o  et  —  i. 

Poui'   la  vérification  des  racines  douteuses  positives  , 

x' 

soit  10  {x  —  2)  =  a',ou  07=  3  4- — .  On  obtient  l'équa- 
tion en  X  par  une  addition  convenable  de  zéros  dans  les 
coefficiens  de  l'équation  en  (^x — 2), 
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Coefficiens  des  équations.... 

en  y i-f-  7o-}-i3oo —  3ooo—i^iooo-f  600000 

en  (jc' — i) i-\^  jS-^iSgo-i-  i33o — 1618154-4^8371 

en  (x' — 2) 1+  804-19004-  656o — 1640804-279552 

en  (a:'— -3) i-j-  854-22304-12750— 1349354- 13401 3 

en  (x' — 4) 14-  904-25804-19960 — 1024004-  141 45 

en  (y — 5) 14-  954-29504-28250 —  543-5 —  6S62S 

en  (ji' — 6) i4-ioo4-334c4-"'768o-f-  ii36o —  88704 

en  (^'—7) i4-io5-f-375o-h483io4-  97145—  36223 

en  (jc' — 8). . . .  i-j-i  104-41804-60200-1-2054404-1  i3o88. 

Donc  a:'  ix  deux  vukurs,  l'une  entre  4  et  5,  i'aulre  entre 
7  et  8j  et  parconséquent  les  i-acines  poMlives  de  a:  sont , 
à  moins  d'un  dixième  près,  2,4  et  2,7. 

N,  B,   L'équafion  en  (  z, —  i  )  on  (-73^ i  j  n'ayant   que 

deux  variations  cie  signe  ,  ne  peut  avoir  (jue  deux  racines  posi- 
tives [53]  ,  et  parconsétjuent  ( x  —  2)  ne  peut  avoir  plus  de  deux 
valems  entre  o  et  i  ,  ni  x  plus  de  deux  valeurs  entre  o  et  10  : 
les  transformées  successives  faisant  ici  connaître  ces  deux  va- 
leurs ,  il  est  inutile  de  calculer   les  collatérales. 

Pour  la  vérification  des  racines  négatives  qui  peuvent 
être  comprises  entre  o  et  i ,  on  fera  10  x  ==  x%  et  par  les 
transformées  successives  en  (  x' —  i  )  ,  (x- —  2) ,  etc. ,  on 
trouvera  deux  valeurs  pour  jc  ,  comprises  respectivement 
çntre  4  et  5,  et  entre  7  et  8.  D'où  il  suit  que  les  racines 
négatives  de  x  sont  —  0,4  et —  0,7 ,  à  moins  d'un  dixième 
près, 

64.  Les  équations  en  (x  — p'^et  en(z\' —  i  )  peuvent 
n'être  pas  suffisantes  pour  déterminer  l'admission  ou  le 
l'ejet  de  la  totalité  des  racines  douteuses.  Alors  on  a  recours 
iJLix  équations  en  (^'  —  p')^^  en  (^V — 1)>  qu'on  oblient 


(47-)^ 
en    faisant    io  (x^ — p')^x",  -A^i^z'^p»,  et  en    procé^ 

dant  comme  on  a  fait    ci -dessus    pour   les    équations   en 
(:«?'—-/)  et  en  (j^  — f  J.  ' 

Par  ce  moyen  on  approche,  jusqu'à  la  seconde  déci- 
male inclusivement,  des  racines  dont  Texistence  est  déjà, 
reconnue,  en  même  tems  que  Ton  découvre  les  racines 
réelles   jusques  -  là  douteuses  ,    qni   étant    comprises  entre 

Tp-f-^j    et  (p-^-^^-^j  j    n'ont    point   pour   communes 
limites   (p^pL^I:L)    ei(p-^^^P-^),   les  diffé- 

\^     '     lo     '     100/  \-*^     '     lo     '        100    /  ' 

rences  de  ces  racines  entr  elles  pouvant  d'ailleurs  être  indé- 
finiment moindres  que  7^ . 

On  détruit  aussi ,  par  ce  même  w^ofëiî ,  fë  sonp^oli  qiiî' 
auroit  été  maintenu  dans  l'équation  en  (  x'  — /?')  par  les 
imaginaires  [6i] ,  toutes  les  fois ,  pour  le  moins,  que  loooo  (p 
est  égal  ou  supérieur  à  ^  ;  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  toutes 
les  fois  qu'on  n'a  point  <P  <  4^—05  ou  bien  (p  <  0,00002  5.  Les' 
raisonnemens  sont  ici  les  mêmes  qu'aux  numéros  58  et  61  (i). 

65.  S'il  reste  encore  à  vérifier  des  racines  présumées,  ou 
sï  Fon  Veut  pousser  l'exactitude  des  racines  découvertes  jus- 
qu'à la  troisième  décimale  inclus ivenierit ,  on  voit  commeût 
la  vérification  et  l'approximation  se  continueront  par  les  équa- 
tions en  {^x'" — /?-")^et  en  (is'",-*— 1)  qu'on  obtient  en  fai- 

saut  iw^' '^p')  ^- x'\  et  jr:^  =  i^"/».    : 

6(5.  En  procédant  de  la  sorte,  au  moyen  des  équations 
en  (.r"^ — /?'^),  en  {^oc'—^p')  ,  etc.  etc. ,  s'il  y  a  lieu,  on  finit 

(i)  Là  valeui'  de  <p  étsmtjiniej  si  petite  qu'elle  soûj  ne  pourra 
maintenir,  à  Vififinh^  le  cas  d'exception  pour  toute  collatéral^ 
en(2;;"i;  — i).  '  uiipw. 
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par  déterminer  qu'elles  sont  ^  parmi  les  racines  présumées  de 
l'équation  proposée  en  x^  celles  qui  doivent  être  admises  et 
celles  que  Ton  doit  exclure  (i).  Généralement ,  on  n'est  dans 
le  cas  de  recourir  à  l'équation  en  {jxf"^—p^"^^  ,  qu'autant  qu'il 
faut  avoir  des  racines  exactes  jusqu'à  la  décimale  tï"""*  in- 
clusivement, ou  que  la  proposée  a  des  racines  imaginaires 
dont  la  partie  réelle  n'e^t  pas  un  nombre  entier ,  et  dont  1^ 
partie  précédée  du  signe —  sous  le  signe  radical ,  est  moindre 

que  -7 — 7^)}i  encore,,  dans  la  seconde  circonstance,  cere-' 

-    i  '  — ~-  — ! — "  "'    .  ^';^'fîlil 

cours  n'est-ir pas  toujours  nécessaire.'"':''        "' 

Nous  sommes  donc  arrivés ,  par  notre  Méthode ,  au  but 
que^  nous  nous  sommes  proposé ,  qui  est  de  trouver  exac- 
tement 5  jusqu'à  telle  décimale  qu'on  voudra ,  les  seules 
valeurs  réelles  qui  appartiennent  à  l'inconnue  d'une  équation 
numérique  d'un  degré  quelconque  j  et  nous  y  sommes  par- 
venus par  le  seul  emploi  des  deux  premières  règles  de 
l'Arithmétique.    ,^^,^j  ^ 


c  ■     


(i)  Dans  tous  les  cas  de  même  nature  que  celui  du  N°.  62,  une 
alternative  semblable  a  celle  indiquée  ci-dessus  l^^S"]  amènera  né- 
cessairement, tôt  ou  tard,  l'éclaircissement  du  doute;  ou  parce 
qu'il  y  aura  une  collatérale  en  Çz^^j—  i  )  qui ,  ne  pouvant  offrir 
que  des  permanences  de  signe  (vu  que  10*"  <j  n'est  pas  ■<i),  at- 
testera Pabsence  des  racines  réelles  entre  p  et  p  -^i  ;ou  parce  que, 
dans  des  transformées  successives  en  (^^"^— yo^"'')  et  (x^"^— /j^"^— i), 
les  derniers  termes  se  trouvant  de  signes  contraires  (  vu  que  la  plus 
petite  différence  entre  les  racines  est  >■  ~)  révéleront  la  présence 
des  racines  réelles  entre  yo  ety^+i.  Faute  d'avoir  compris  la  force 
de  cette  alternative ,  quelques  personnes  -ont  cru  que  notre 
Méthode  ne  faisoit  que  reculer  la  difficulté. 


(45) 


NOTES. 


Sur  le  CHAPITRE  I«^ 

(A)  JM  ous  avons  dit ,  au  sujet  du  procédé  que  M.  Lagrange 
a  proposé  pour  corriger  la  méthode  des  substitutions  successives, 
qu'il  pouvoit  donner  lieu  ,  en  certains  cas ,  à  des  milliers  ,  et 
même  à  un  nombre  indéfiniment  plus  grand  ,  d'opérations  super- 
flues. Soit,  par  exemple,  une  équation  du  quatrième  degré 
ajant  une  de  ses  racines  entre  o  et  i  j  une  autre  racine  entre 
1  et  2  j  une  troisième  égale  à  4 ,  moins  un  demi-millionième  ; 
et,  pour  dernière  racine,  4*  P^^^s  un  demi-millionième  (on 
prend  ici ,  pour  plus  grande  commodité  ,  une  fraction  ration- 
nelle ).  Dans  ce  cas ,  la  limite  de  la  plus  petite  différence  des 
racines  sera  moindre  qu'un  millionième.  Donc  si  l'on  fait 
D^T^^I^^^danslaprogression  arithmétique  G,  D,2D  ,  5D,etc. , 
le  nombre  des  termes  à  substituer  devra  s'élever  à  plus  de  quatre 
millions  j  tandis  que  cette  même  équation  peut  se  résoudre  par 
la  seule  substitution  des  nombres  0^1,2,  3,  4  et  5.  Cette 
extrême  multiplicité  de  substitutions  est  donc  un  /z/a;e  infiniment 
onéreux  ;  et  l'on  auroit ,  généralement,  plus  tôt  fait  d'employer 
successivement  ,  pour  les  substitutions ,  au  lieu  de  la  série 
p ,  D  ,  2D  ,  3D  ,  etc.  ,  la  série  des  unités  simples  ;  puis ,  en  cas 
d'insuffisance,  celle  des  dixièmes 3  puis  encore  celle  des  cen-. 
tièmes ,  et  ainsi  de  suite. 

Ce   parti   seroit  préférable  ,  lors  même  qu'on  seroit  tenu  ; 
en  l'adoptant ,  d'opérer  la  substitution  des  nombres  de  chaque 
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(  5o  ) 
série  compris  enfre  chaqne  terme  de  la  série  précédente  et  le 
terme  suivant,  c'est-à-dire,  de  substituer  les  dixièmes  compris 
entre  o  et  i  ,  entre  i  et  2  ,  entre  5  et  4  ^  et  ainsi  de  suite  sans 
exception ,  etc.  A  plus  forte  raison ,  ce  mode  de  substitution  doit- 
il  être  préféré  lorsqu'on  a  trouvé  le  moyen  de  se  dispenser  de  la 
plupart  de  ces  intercalations  ou  substitutions  intermédiaires , 
ainsi  que  cela  se  rencontre  dans  notre  Méthode. 

Parle  même  motif,  dans  une  équation  dont  la  plus  grande 
racine  paroîtroit  susceptible  de  renfermer  dans  sa  valeur  des 
dixaines,  ou  des  centaines,  etc.,  on  devroit  employer  ,  pour 
les  premières  substitutions,  la  série  des  dixaines,  ou  celle  des 
centaines ,  etc.  Les  termes  de  chacune  des  progressions  arith- 
métiques qu'il  conviendroit  d'employer  successivement,  peuvent 
eue  représentés  d'une  manière  générale  par  o,  10",  2.10", 
5.10",  etc.;  n  étant  un  nombre  entier  positif,  ou  zéro,  ou  un 
nombre  entier  négatif.  On  doit  commencer  par  la  substitution 
des  termes  de  la  progression  dont  la  différence  10"  est  la  puis- 
sance de  10  immédiatement  inférieure  à  la  limite  de  la  plus 
grande  racine  positive.  Si  cette  limite ,  par  exemple ,  étoit 
comprise  entre  cent  et  mille,  la  différence  de  la  première  pro- 
gression à  employer  seroit  10'.  La  dernière  progression  à  la- 
quelle on  puisse  être  dans  le  cas  de  recourir  ,  est  celle  dont 
la  différence  est  la  puissance  de  10  immédiatement  inférieure 
à  D  j  mais  on  pourra  souvent ,  ainsi  que  nous  l'avons  fait 
observer,  se  trouver  dispensé  d'en  venir  à  cette  progression, 
et  même  à  plusieurs  de  celles  dont  l'emploi  doit  précéder  le 
sien.  L'exemple  allégué  au  commencement  de  cette  note  en  est 
ime  preuve  sensible.  Quoique  les  puissances  de  tout  autre  nombre 
que  10  pussent  être  prises  pour  les  différences  respectives  de  ces 
progressions  ,  ce  dernier  nombre  doit,  en  général,  être  adopté 
de  préférence,  à  cause  de  la  facilité  des  calculs,  qui  résulte 
de  ce  qu'il  est  la  base  du  système  de  numération  usité. 

Si  les  quatre  premières  racines  d'une  équation  proposée ,  du 
sixième  degré,  étoientdes  imaglncg.r€s  dont  la  partie  réelle  fui  un 


(5i.) 

nombre  entier  positif  moindre  que  3,  les  deux  dernières  racines 
restant  les  mêmes  que  ci -dessus,  c'est-à-dire,  4  —  ts^^z^z 
et4+T^^oFïï^J  alors  trois  millions,  et  plus,  de  substitutions  à 
opérer,  seroient  rigoureusement  nécessaires  pour  la  résolution  de 
l'équation,  selon  k  méthode  de  M.  I^agrange  ;  et  cette  dure 
nécessité  est  encore  un  inconvénient  extrêmement  grave.  Pour 
résoudre  une  semblable  équation ,  à  moins  d'une  unité  près  , 
Suivant  la  nouvelle  méthode,  il  ne  faut  que  quelques   minutes» 

(B)  En  parlant  du  fameux  théorème  de  Descartes ,  l'illustre 
Auteur  du  Traité  de  la  Résolution  des  Equations  numériques 
y  rappelle  que  les  Anglois  attribuent  celte  règle  à  leur  compatriote 
Harriot.  11  est  vrai  que  Descartes,  de  son  vivant  même,  fut 
accusé,  par  les  Anglois,  de  cette  espèce  de  plagiat,  comme  ils 
ont  formé  depuis  une  S€mblable  imputation  contre  Leibnitz. 
Mais  en  rappelant  cett^  accusation  surannée,  qui  n'a  point 
empêché  que  le  théorème  dont  il  s'agit  n'ait  été  constamment 
appelé  la  Règle  de  Descartes ^  il  est  juste  aussi  d'observer 
qu'elle  a  été  détruite  par  plusieurs  Auteurs  du  dix-septième 
siècle.  Le  P.  Prestet,  dans  ses  Elémens  imprimés  en  i68g, 
provoque,  à  ce  sujet,  la  comparaison  des  écrits  d'Harriot  avec 
ceux  de  Descartes,  ce  Lorsque  M.  Wallis,  dit-il,  un  peu  trop 
»  jaloux  de  la  gloire  que  la  France  s'est  acquise  dans  les 
»  Mathématiques,  vient  renouveler  cette  accusation  ridicule, 
»  on  est  en  droit  de  ne  le  point  croire  ,  puisqu'il  parle  sans 
»  preuves.  M.  Hudde,  hollandois,  qui  n'est  point  suspect,  puis- 
))  qu'il  n'avoit  aucun  intérêt  à  soutenir  l'honneur  des  auteurs 
»  françois,  est  bien  plus  équitable  dans  le  jugement  qu'il  porte 
»  de  M.  Descaries  ». 
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Sur  le  CHAPITRE    II. 

(C)  JrouR  s'assurer  de  la  i'^''  proposition  [page  i3],  il  suffit 
de  former  le  tableau  des  sommes  premières,  secondes,  etc.,  de 
la  suite  proposée. . . . 

ler  terme,       2«t.,  3«  t. ,  4'  '•  •  • 

«...       û!,..        û^j..       «3..  etc. 
Suite  sommatoire  1'"'. 

«o»  •etc. 

Suite  sommatoire  2'""'. 

4ûfô..elc. 
+  5«, 

+   ^3 
tS'MfVe  sommatoire  3","". 


-l-ûîo 

«0-. 

«,.. 

+«. 

+   <2. 

2a,.. 

3â5„.. 

+      ^x 

4-2fl, 

+     ^. 

3«„.. 


4-3«, 


10^,'.  .etc. 
-f-     «3 


Et  ainsi  de  suite. 


Suite  sommatoire  w'""'. 


m. m  -f-  1 


1.2 


;.m  -f-    1  .ni  -f-  2 


1.Î2.3 


â!o.  .etc. 


771.771  +  1 


4- 


/w. 


û'. 


Par  où  l'on  voit  clairement  que  le  terme  «•""'  de  la  som- 
matoire m'""'  de  la  suite  proposée ,  autrement  ,  la  somme 
m''"*'  des  n  premiers  termes  de  celte  dernière  suite ,  est  la  somme 
des  produits  respectifs  de  ceux-ci,  pris  à  rebours,  et  multipliés 
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par  les  n  premiers  nombres  fîgure's  de  l'ordre  m ,  lesquels  sont 
représentés  par. . . . 

m         771.771 -f-ï  ^ ("i  + 'l 2) 

1   '  '  1,2         I (71 1  )* 

(D)  Qu'on  fasse  ensuite  dans  le  polynôme *«o:c"'+  •  •  •  -{-«m'^*'? 
x=.  I +J',  d''où^'"=:x—  I  ;  on  reconnoîtra  facilement  dans  le  poly- 
nôme en/  ou  (x-'—i),  1°  que  le  coefficient  de  j°  est  la  somme 
première  des  /72-f-  i  coefficiens  du  polynôme  propose';  2°  que  le 
coefficient  de/*  est  la  somme  seconde  des  m  premiers  coefficiens  de 
ce  même  polynôme;  et  ainsi  de  suite,  jusqu'au  coefficient  de/"""', 
qui  est  la  somme/w'^'"^  des  deux  premiers  coefficiens  de  ce  polynôme. 
Quant  au  coefficient  de/"",  on  voit  qu'il  est  e'gal  à  celui  de  JC"*. 

C'est  de  cette  manière  (qui  nous  a  paru  la  plus  simple)  que 
nous  avons  prouvé  la  légitimité  de  notre  Algorithme,  dans  un 
Mémoire  présenté  à  l'Institut  en  i8o3,  quoique  nous  y  soyons, 
d'abord,  autrement  parvenu. 

(É)  L'Algorithme  du  second  chapitre  ,  en  perdant  un  peu 
de  sa  simplicité,  peut   s'étendre   au   calcul  de  la  transformée 

en  .  (^"^^jf  ^  n'étant  plus  seulement  une  puissance  entière 
de  1 0 ,  mais  un  nombre  entier  quelconque.  11  faut ,  pour  cela,  faire 
x  =  -j-,  et,  pour  avoir  les  coefficiens  de  l'équation  en  x',  mul- 
tiplier respectivement  ceux  de  l'équation  en  x,  a  compter  de 
celui  de  ûc'",  par  d°,  d\  d*,...  d"*.  Ensuite,  par  de  simples  additions 
et  soustractions,  on  se  procure  [n°*  22,  24,  ^5]  la  transformée 
en  x'  —  Jiy  dont  les  coefficiens,  à  compter  de  celui  de  la  plus 
haute   puissance,   respectivement    divisés  par    d\  a?*,  d*,...   <:/'", 

deviennent  ceux  de   l'équation   en  f-^""*  jj-  Par  ce   procédé  > 

le  nombre  des  multiplications  et  divisions  est  diminué,  autant 
qu'il  se  peut. 

On  trouvera  ci-dessous  un  autre  Algorithme,  dont  celui  du 
2"  chap.  n'est  qu'un  cas  particulier.  (  J^ojez  /'Appendice  ,  art.  4^'™')* 
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Sur  le  CHAPITRE  III. 

(F)  \Jn  a  vu  [n'*  35]  comment  on  peut  déterminer  une 
limite,  en  moins,  de  la  plus  petite  valeur  positive,  et  une 
limite ,  en  plus,  de  la  plus  grande  valeur  que  puisse  avoir 
l'inconnye  d'une  e'quation.  Mais  il  est  une  remarque  qui  n'a  pas 
encore  été  faite,  c'est  qu'on  peut  déterminer  deux  limites  sem- 
blables pour  les  racines  réelles  qu'une  équation  peut  avoir  entre 
zéro  et  un;  et  voici  comment. 

Pour  obtenir  une  limite  moindre  que  la  plus  petite  racine, 
on  use  du  même  procédé  qu'au  n"  35;  c'est-à-dire,  on  prend 
le  quotient  du  dernier  terme  divisé  par  la  somme  de  ce  même 
t-erme  et  du  plus  grand  coefficient  précédé  d'un  signe  con- 
traire :  ce  quotient  donne  nécessairement  une  fraction  pour 
^    limite  de  la  plus  petite  racine  positive. 

La  limite  de  la  plus  grande  racine  qui  puisse  être  comprise 
entre  zéro  et  un ,  se  découvre  a  l'aide  de  la  transformée  en  (x —  i), 
après  qu'on  a  changé  les  signes  de  ses  coeflficiens  de  rang  pair  ;  le 
plus  grand  coefficient  de  celte  équation,  ainsi  modifiée,  de  signe 
contraire  a  celui  de  son  dernier  lerme^  étant  divisé  par  la  somme 
de  ce  coefficient  et  du  dernier  terme,  le  quotient  est  une  frac- 
lion  dont  la  valeur  surpasse  celle  de  la  plus  grande  racine  que 
la  proposée  en  x  puisse  avoir  entre  o  et  i.  Cette  fraction  est  le 
complément,  à  l'unité,  de  celle  qui  exprime  la  limite  de  la 
racine  la  plus  voisine  de  zéro,  que  l'équation  en  {x —  i)  puisse 
avoir  enlre  o  et  —  i .  Avec  un  peu  de  réflexion,  on  apperçoil  aisé- 
ment la  raison  de  ceci. 

On  jugera,  par  la  suite  de  ces  Notes,  de  quelle  importance 
peut  être  cette  remarque. 
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Sur  le  CHAPITRE  lY. 

(G)  Jr  ARMi  les  cas  susceptibles  d'être  résolus  par  la  première 
partie  de  la  nouvelle  Méthode,  on  a  compté  celui  où  la  pro- 
posée n'a  ni  racines  imaginaires ,  ni  plusieurs  racines  réelles 
comprises  entre  deux  nombres  entiers  p  et  /?  -|-  i.  Il  peut  néan- 
moins se  présenter  alors  une  difficulté ,  provenant  de  la  pré- 
sence des  racines  commensurables  dans  l'équation  :  en  voici  uil, 
exemple  avec  le  raojen  d'j  obvier.  Soit  l'équation ... 

X'^'\'X^ ZX'\-  I  =  G  j 

on  a  les  coefficiens  des  équations. . . . 

en  a: i  +  i  —  3  +  1 

en(^ — i) i-{-4+'2  4~o. 

Dans  ôette  circonstance  où  la  proposée  a  l'unité  pour  racine  ^ 
îl  se  pourroit  qu'il  y  eût  une  autre  racine  entre  zéro  et  un ,  dont 
l'existence  ne  seroit  point  manifestée  par  le  dernier  terme.  Si 
cette  racine  existe  en  effet,  on  s'en  assurera  en  prenant  la  somme 
des  trois  premiers  termes  de  la  proposée  i  -j-  i  —  3 ,  laquelle 
somme  égalant  —  i  ,  est  de  signe  contraire  au  troisième  terme 
•4-  2  ,  de  la  transformée  en  (  a; —  i  )  ^  et  par  conséquent ,  atteste 
l'existence  d'une  racine  entre  o  et  i. 

La  raison  de  ceci  est  que  ,  dans  ce  cas,  l'équation  du  deuxième 
degré  qui  résulte  de  la  division  de  la  proposée  par  jc—  i ,  a  pour 
ses  coefficiens  respectifs  les  sommes-premières  des  coefficiens  de 
la  proposée  ,  à  commencer  du  premier  jusqu'au  troisième.  Ces 
sommes  étant  i,   2,  —  i ,  l'équation  du  second  degré  est. . . . 

X''-{-2X 1  =  0, 

dont  la  transformée  en  (  a;  -^ —  i  )  est ... . 


(56) 
Cette  opération  seroît  inutile  ,  si  l'on  savait  d'avance  que  la 
proposée  n'a  point  de  racines  imaginaires  ,  la  simple  comparai- 
son des  signes  de  cette  équation  avec  ceux  de  sa  transformée  étant 
alors  suffisante  pour  manifesterl'existencedela  racine  entremet  i. 

Quoique  l'exemple  employé  dans  cette  note,  soit  celui  d'une 
équation  en^  du  troisième  degré,  dont  la  transformée  en  {x — i  ) 
n'a  que  son  dernier  terme  égal  à  zéro,  le  procédé  est  général. 
La  proposée  étant  du  degré  m  ,  et  sa  transformée  en  (jr— i  ) 
ajant  ses  n  derniers  termes  égaux  ,  chacun  ,  à  zéro  ,  il  fauÉ 
alors  prendre  la  somme  Hes  m-^-  i  —  n  premiers  coefficiens  de 
l'équation  proposée  j  cette  somme  est  la  valeur  du  dernier  terme 
de  l'équation  en  x  du  degré  (  m — n  )  ,  qui  est  le  même  degré 
auquel  la  transformée  en  (a;  —  i  )  se  trouve  abaissée  parl'éga-. 
lité  à  zéro  de  ses  n  derniers  termes. 

(H)  Nous  n'aurions  peut-être  pas  dû  faire  mention ,  au  n"  4^; 
de  l'objection  opposée  à  la  nouvelle  Méthode  ',  mais  nous  savons 
que  cette  objection  a  été  faite  dans  les  propres  termes  que  nous 
avons  rapportés  ;  et  dès  lors  il  a  bien  fallu  en  montrer  la  frivo- 
lité. Quelles  sont  d'ailleurs  ces  Méthodes  ordinaires  qu'on  puisse 
dire  plus  expêditwes ,  et  eu  même  temps  aussi  sûres  ;  aussi 
générales  que  la  nôtre  ? 


■^^.r 
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Sur  le  CHAPITRE  V. 

(I)  vJuTRE  le  critérium  que  nous  avons  fait  connoîfre  [n*  55J  ; 
il  en  existe  plusieurs  autres  qui,  sans  avoir  fous  lesavanfagesdu 
premier ,  peuvent  souvent  en  tenir  lieu.  Un  second  critérium 
consiste  dans  ce  corollaire  aussi  important  par  son  utilité  qu« 
facile  à  déduire  de  la  remarque  que  nous  avons  consignée  dans 
la  note  (F)  : 

Une  équation  rCa  point  de  racine  entre  zéro  et  un  ,  lorsque 
la  limite  y  en  moins,  de  sa  plus  petite  racine  ,  est  égale  ou 
supérieure  à  la  limite,  en  plus ,  de  la  plus  grande  racine  qu*ellG 
puisse  auoir  entre  o  et  i. 

Soit,  pour  exemple  ,  la  même  équation  du  n*  53. . .  ^ 

jc^  —  4^*  +  5j;  —  6  =  0. 

Coefficiens  des  équations.... 

en  X 1  —  4  +  5  —  ^ 

en  (a;  —  i) i  —  i  —  a-—  6. 

Ici  la  plus  petite  valeur  que  x  puisse  avoir  entre  o  et  i ,  doit 
être  supérieure  à  f  ou  f  ^^et  la  plus  grande  dqit  être  au  dessous 
de  J  ou  f  ;  la  contradiction  qui  se  rencontre  entre  ces  deux  con- 
ditions fait  voir  l'impossibilité  qu'il  y  ait  des  valeurs  positive» 
de  ce  au-dessous  de  l'unité, 

(K)  A  l'aide  du  critérium  que  nous  avons  indiqué  dans 
la  note  précédente  ,  on  peut  souvent  résoudre  une  équation 
numérique  ,  sans  avoir  besoin  de  recourir  aux  transformées 
collatérales, 
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Prenons  pour  exemple  la  même  équation .... 
a;3— ,  4a;*  +  3:c  —  6  =  O. 

Coefficiens  des  équations. ... 

en  a? I  —  4  +   ^  —  ^ 

en(.r— .i) 1— -1—2  —  6 

en  (a:  — 2) 1+2—    1  —  8 

en  (^  —  3)... .1+5+   6  — 6 
en  (^  —  4)....  1+8 +19  +  6. 

On  a  déjà  vu  que  x  ne  peut  avoir  de  valeur  entre  o  et  1. 

La  plus  petite  racine  de  l'équation  en  (  cr  —  i  )  doit  surpasser 
f ,  et  la  plus  grande  racine  positive  ,  inférieure  à  i,  que  cette 
équation  puisse  avoir  ,  doit  être  au-dessous  de  i^  ou  f .  La  con- 
tradiction est  évidente.  Donc  Téquation  en  {x—  1)  n'a  point  de 
racine  positive  entre  o  et  i  j  et  par  conséquent ,  celle  en  x  n'en  a 

point  entre  i  et  2. 

De  même  ,  les  fractions  qu'on  voudroit  admettre  connue 
racines  de  l'équation  en  (  a;— 2  ) ,  devroient  être  en  même  temps 
au-dessus  de  -^ouf,  et  au-dessous  de  ^,  conditions  incompatibles. 
Donc  l'équation  en  (0^—2)  n'a  pas  de  racine  entre  o  et  i  j  et 
par  conséquent  celle  en  x  n'en  a  point  entre  2  et  3. 

L'équation  en  (a;  — 3)  n'a  qu'une  racine  positive  qui  est 
manifestée  entre  o  et  i  -,  par  conséquent  x  a  une  valeur  positive 
entre  3  et  4.  Et  la  proposée  n'a  pas  d'autre  racine  réelle ,  vu 
que  n'ayant  point  de  permanence  de  signe  ,  elle  n'a  point  de 
racine  négative ,  et  que  l'absence  des  variations  de  signe  dans 
latransformée  en  ( :r  —  4)  établit  le  nombre  4  pour  limite  de  la 
plus  grande  racine  positive  de  la  proposée. 

(L)  Un  troisième  critérium  s'offre  encore  à  nous  :  Une  équa^ 
iîon  n'a  point  de  racine  entre  zéro  et  un,  lorsque  la  suite 
formée  par  les  sommes-premières  de  ses  coefficiens  pris  à 
rebours  ,  ne  présente  point  de  variation  de  signe.  Cette  propo- 
sition est  une  conséquence  de  notre  Algorithme  [n°  20  ]i  car 


(59) 
il  est  évident  que  l'absence  des  variations  de  signe  dans  cette 
suite  ,  entraîne  cette  même  absence  dans  la  transformée  colla- 
térale. 

Ainsi  dans  la  même  équation  qui  vient  de  nous  servir  d'exemple, 
les  coefficiens  pris  à  rebours  étant 

—  6  +  3—4  +  1, 
les  sommes-premières  sont ...  —  6  —  3  —  7  —  65 

d'où  il  suit  que  l'équation  en  x  n*a  point  de  racine  entre  o  et  i. 

Ce  critérium  s'applique  pareillement  aux  dè^x  transformées 
de  cette  équation  en  (a;  —  i  )  et  en  (a; — 2),  L'opération  qu'il 
exige  peut  souvent  se  faire  mentalement ,  et  même  d'un  coup- 
d'œil,  comme  cela  se  trouve  dans  le  cas  pris  pour  exemple  3  ce  qui 
rend  ce  critérium  très-commode. 

(M)  Il  est  encore  d'autres  circonstances  où  l'on  peut  se 
dispenser  de  calculer  les  transformées  collatérales. 

Lorsque  les  transformées  successives  en  (^x — i),  (^x — 2),  etc. 
ont  fait  découvrir  autant  de  racines  positives  que  la  proposée  a 
de  variations  de  signe ,  on  voit  que  les  collatérales  en  (  z  —  i  )  , 
(z, —  I  )  ^  (  ^a— '  I  )  >  etc.  deviennent  inutiles.  C'est  donc  sura- 
bondamment que  ces  dernières  ont  été  employées  au  n**  54," 
dans  la  recherche  des  racines  positives  de  l'équation. ....... 

x"^ —  2Ji:—  5=0  5  et  au  n°  S5  ,  dans  celle  des  racines  négatives 
de  l'équation  a;'^— -Sjc^-f-Saî'-j-ôa;— «  13=0. 

Dans  la  première  équation  de  ce  même  n°  55 ,  la  seule  règle 
de  Descartes  rendoit  inutiles  toutes  les  transformées  collatérales, 
à  l'exception  de  celle  en  (  z^  —  i  ).  Il  suffit ,  pour  s'en  convaincre  , 
de  jeter  les  jeux  su»  les  signes  des  coefficiens  de  cette  équation 
et  de  ses  transformées  successives.  On  en  peut  dire  autant  par 
rapport  à  l'équation  en  x  du  n°  62  ,  et  à  ses  transformées  succes- 
sives. En  général ,  il  ne  faut  point  perdre  de  vue  cette  règle  de 
Descartes,  dont  les  applications  se  présentent  fréquemment  dans 
é^  nouvelle  Méthode. 


(6o) 

Lorsqu'on  est  parvenu  à  découvrir/^— ■  2  racines  réelles  d^une 
équaiion  du  degré  m  f  on  ne  peut  supposer  que  les  deux  restantes 
aient  des  valeurs  réelles  comprises  entre  deux  nombres  entiers 
p  et  p-j-i ,  si  l'écjualion  en  (jc  —  p —  i  )  n'a  pas  au  moins  deux 
permanences  de  signe  de  plus  que  celle  en  (x  — p).  Ainsi  dans 
réqnation  du  n°  /^6,  œ^ — yx  4-7  =  0,  lors  même  qu'on  igno- 
reroit  que  toutes  ses  racines  sont  réelles  ,  la  seule  vue  des 
trafisforniées  successives  apprendroit  qu'il  ne  faut  chercher  les 
deux  racines  positives  de  la  proposée  qu'entre  i  et  2,  4 

(N)  Le  critérium  qui  est  indiqué  au  n°  53  ,  et  que  Ton  doit 
considérer  comme  le  plus  important,  peut  être  généralisé  ainsi  : 
une  équation  en  x  ne  peut  ai^oir  plus  de  racines  comprises 
entre  zéro  et  u ,  qu'il  n'y  a  de  variations  de  signe  dans  l'é- 
quation en  (  z  — '  -  )  ;  u  représentant  une  valeur  positii^e quel" 
conque,  et z   égalant-. 

Sur  quoi,  il  faut  observer  qu'en  faisant  2'  =  «jc  ,  on  a  les 
mêmes    variations   de    signe   dans  l'équation    en    (  z'  —  i  )  ou 

( I  j  que  dans  celle  en  (z  — -  j  ou    (  -  — -  j  \  ensorte 

qu'il  suffit ,  sous  ce  rapport ,  d'obtenir  la  première. 

Ainsi  la  proposée  en  x  n'aura  point  de  racine  entre  zéro  et 
Uj  lorsque  la  transformée  en  (  z! —  i  )  ouT  -  —  i  Jn'auraque 
des  permaneoces  de  signe. 

Cette  uniformité  des  signes  de  la  transformée  aura  cons- 
tamment lieu  ,  lorsqu'il  n'y  a  aucune  valeur  de  x  entre  o 
et  u  ,  si  ce  n'est  quand  la  proposée  a  une  ou  plusieurs 
couples  de  racines  imaginaires  de  la  forme  /"àz.  kJ  —  <p,yaj^ant 
Une  valeur  positive  moindre  que  celle  de  u,  et  (p  étant  moindre 

quey(iz — y),  et  par  conséquent  moindre  que—.    Ce    cas 

'\ 

d'exception  est  le  seul  qui  puisse  produire  quelque  variation  d|^ 
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signe  dans  la  fransformée  en  (  z' — <  i  );  encore  n'en  est-ce  pas 
un  effet  nécessaire. 

Dans  ce  cas,  si  u  =  i  ,  f  est  une  fraction,  et  ^  est   <  -. 

4 

10* 

Si  w=  10  ,y*est  entre  o  et  lo ,  et  (p  est  <  -7-  ou  25. 

Si  «=  100,  f  est  entre  o  et  100,  et  cp  est  <  -^  ou  25oo. 

4 

Et  généralement,    si   i/=  10",  y  est  entre  o  et  10",  et  (p  est 


10=' 


<;  ___  ou  25.i(>''^"~'\  Ceci  a  également  lieu   lorsque  l'expo- 
sant  n  est  négatif. 

Ces  résultats  se  lient  avec  ceux  des  n**"  57  ,  61  ,  64  ;  et  ce 
critérium ,  ainsi  généralisé ,  se  démontre  d'une  manière  ana- 

logue  a  celle  du  n"  07  :  z  ou  -  est  ici 7=  ou  -^  ^,  ,   ^ — ; 

°  /  X  /*  ±  \/ — 9  /  +  <p      ' 

ainsi  la  partie  réelle  ôe  z  —  i  est -^^7^  ;  quantité  qui  ne 

peut  être  >>  o  qu'autant  que  le  nombrey"est  positif  et  plus  petit 
que  u  ,  et  que  (p  est  <C.J^(  u  — y  )• 

(  O)  Appliquons  ceci  à  l'équation. . . . 

cc^  —  I  2:f^  +  SSx'*  —  I  '^ix  +  1 2 1  =  o; 

Cette  équation  est  la  même  qui  a  été  résolue  au  n*  ^S ,' 
à  l'aide  de  ses  transformées  successives  en  (^— i),  etc., 
et  des  transformées  collatérales  en  (z  —  i),(z,  —  i),  etc. 
Il  est  aisé  de  reconnoître  [55]  que  ses  racines  positives,  si 
elle  en  a ,  sont  moindres  que  3. 

Les  coefficienS  de  l'équation  inverse  en  z  ou  -  étant. . , 

ce 

121 — i32  +  58  —  12-I-1J 

€eux  de  l'équation  en  z!  =  3z  sont. . . 

121 — 3.i32-f3*.58    — 3^I2    H-S'fj 
ou  bien       121—.      696 -j-      622 —       624 +  81. 
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Les   coefficiens  de  Véquation  en  (z'  —  i  ),   calculés   par 

rAlgorithme  ,  sont 

121 +88  +  60  + i6  + 4» 

Donc  la  proposée  n'a  point  de  racine  positive  moindre  que  3  -, 
et  comme  elle  n'en  peut  avoir  qui  soit  égale  ou  supérieure  à 
ce  nombre ,  et  que  l'absence  des  permanences  en  exclut  toute 
racine  négative,  il  s'ensuit  que  l'équation  en  x  n'a  point  de 

racines  réelles. 
L'application  de  ce  critérium  n'a  pas  le  même  résultat  dans 

l'équation  suivante 

x^  —  2,135'  + 0,41^  +  0,855  =0, 

équation  dont  la  plus  grande  racine  positive ,  s'il  y  en  a ,  est  <  4- 
Les  coefficiens  de  l'équation  en  2  =  4^  =  -  >  sont. ... 

o,855  +  4  X  0,41  —  16  X  2,1  +  64 , 
ou  bien...     o,855+      1,64     -     35,6      +64. 
Ceux  de  l'équation  en  (z'—  i  )  sont. . . , 

0,855  +  4,2o5  —  27,755  +  32,895. 
Donc  la  proposée  en  a:  a ,  soit  une  couple  de  racines  positives  , 
soit  une  couple  de  racines  imaginaires  dont  la  partie  réelle  est 
entre  o  et  4,  et  dont  la  partie  précédée  du  signe  -  sous  le 

/a 

signe  v/  est  <  ^  ou  <  4* 

Si  Ton  fait  attention  que  les  coefficiens  de  cette  proposée  sont 
les  mêmes  que  ceux  de  la  transformée  en  (  ^-  i  )  du  n» 62,  on 
appercevra  aisément  que  c'est  un  cas  d'exception  semblable  à 
celui  que  présente  l'équation  en  x  résolue  dans  ce  numéro. 

(P)  Le  problème  de  la  résolution  des  équations  numériques 
étant  réduit  par  la  nouvelle  méthode  à  la  recherche  des  racines 
d'une  équation  comprises  entre  zéro  et  un ,  il  est  avantageux 
de  multiplier  les  moyens  de  reconnoître  Pabsence  de  toute  ra- 
cine réelle  entre  ces  deux  limites  :  en  voici  donc  un  quatrième. 
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On  prendra  la  somme  des  coefficiens  de  signe  contraire  à 
<;elui  du  dernier  terme  3  si  elle  n'est  pas  plus  grande  que  ce 
terme,  on  en  conclura  évidemment  que  l'e'quation  n'a  pour 
racine  aucune  valeur  entre  o  et  i . 

Ce  moyen  si  simple ,  appliqué  successivement  aux  diverses 
4ransformées,  suffit  quelquefois  à  la  résolution  d'une  équation. 
Reprenons  l'exemple  déjà  employé. . . . 

x^  —  4^-f:  5ir  —  6  =  o 
.Coefficiens  des  équations. ... 

en    X.» I  —44"  5  — 6 

en(a7—  i)...i  —  i  —  2-— 6 
en  {x  —  2). ..1+2  —  I  — 8 
en  (j?— |3)...  1+  5+  6  —  6 
en  {x  —  4)-«-!i  4- 3+19+6 

Au  premier  coup-d'œil  jeté  sur  les  coefficiens ,  on  reconnoit 
ià  l'aide  de  ce  quatrième  critérium  y  que  la  proposée  n'a  point 
.de  racine  réelle  entre  .0  et  3  ;  et  par  la  règle  de  Descartes , 
on  voit  que  la  proposée  n'a  qu'une  racine  réelle,  comprise  entre 
3  et  4-  Cette  seule  règle,  d'ailleurs,  suffîsoit  pour  indiquer 
l'absence  de  toute  racine  réelle  entre  i  et  3. 

(Q)  Si  l'essai  du  moyen  précédent  n'a  pas  suffi,  on  peut 
aussi  prendre  la  limite,  en  plus,  des  valeurs  positives  que 
l'équation  peut  avoir  pour  racines  entre  o  et  i ,  en  la  manière 
indiquée  par  la  note  (F),  substituer  cette  limite  à  la  place  de 
l'inconnue  dans  les  termes  de  signe  contraire  à  celui  du  dernier 
terme,  et  prendre  la  somme  des  termes  où  la  substitution  a  été 
faite.  Pour  que  l'inconnue  puisse  avoir  quelque  valeur  entre 
o  et  I ,  il  faut  évidemment  que  celle  somme  surpasse  la  va- 
leur du  dernier  terme.  Ce  moyen  est  d'une  application  assez 
facile,  quand  la  limite  dont  il  s'agit  est  une  fraction  dont  les 
deux  termes  n'ont,  chacun,  qu'un  seul  cbiffire;  et  il  est  souvent 
aisé  de  s'en  procurer  une  semblable. 


(64) 

(R)  Si  l'on  fait — (oc —  i)  =  Ç,et  par  conséquent  —  j:=:Ç— -  t , 
après  le  changement  des  signes  des  termes  de  rang  pair  dans 
les  équations  en  {x- —  i)  et  en  x,  on  aura  deux  équations  en  Ç 
et  (Ç — i),  auxquelles  on  pourra  appliquer  les  mêmes  moyens 
indiqués  dans  les  notes  précédentes,  pour  manifester  l'absence 
des  racines  réelles  entre  zéro  et  un  dans  l'équation  en  Ç ,  et 
par  conséquent  dans  celle  en  x. 

(S)  Ces  divers  moyens  teadant  à  diminuer  beaucoup  le 
nombre  des  opérations,  ne  doivent  pas  être  négligés  dans  l'usage 
de  la  nouvelle  Méthode.  Néanmoins  il  pourra  paroître  conve- 
nable de  ne  point  embarrasser  les  commençans  par  trop  de 
détails,  et  de  les  exercer  d'abord  à  résoudre  les  équations  par 
les  seuls  procédés  indiqués  dans  le  corps  de  l'Ouvrage. 

(T)  Un  critérium  d'une  plus  grande  importance  est  celui 
qui  résulte  de  la  seconde  proposition  du  n°  Sg,  une  fois  admise 
en  principe  général  pour  une  équation  quelconque.  Alors  le 
critérium  du  n"  53,  par  lequel  nous  avons  suppléé  à  celui-ci,  en 
devient  Vauxiliaire,  et  Ton  n'est  plus  obligé  d'y  recourir  aussi 
souvent. 
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Sur  le  CHAPITRE  YI. 

» 

(U)  D'APRES  les  équations 

I  o  C^— ;?)  ==  0?',  I  o  (^x'-^p') = jt', . . .  T .  1 0  (jc^«-'5— ;d^«-'5)  =s  ^c^"'  , 
on  reconnoît  aisément  que 

^w_dW=  io"Cjt;— Z7— 2l  — -Pi  — . . . . .— e^V 

'^  \  '^  10  lOO  10"/ 

H  est  donc  facile  de  passer,  respectivement  ,  des  équation! 
en(a;'— yt?'),  {x" — p"),  (  jc" — p"),  etc.  aux  équations  en 
(^^-.p_Z.^    C^«„_£:_Zl>|    rx-n-£l-^— £1-^    etc. 

\  '^  lO/'    \  ^  lO  100/'\  ^  lO  lOO  lOOO/  ' 

Généralement,  les  coefïieiens  de  l'équation  en  (jc^"^— ^^"') 
du  degré  m ,  divisés  respectivement ,  à  compter  de  celui  de  la 
plus  haute  puissance,  par  (io")%  (  lo")', (  lO")",  deviennent 

les  coefficiens  de  l'équation  en  (a;—»— -2 ..-—.£_ Y 

Ainsi  le  terme  tout  connu  de  cette  dernière  équation  est 
égal  au  terme  tout  connu  de  celle  en  (o;*^"^ — P^"^^  >  divisé  par 
10""*.  Par  conséquent ,  le  dernier  terme  d'une  transformée  en 
(oî^"^ — p^"^)  y  divisé  par  lO""*,  est  igal  au  résultat  que  donne  le 

nombre Tp  4-^  •+••••  «H-^)  substitué   à  x  dans  l'équation 
proposée. 

(a)  Il  résulte  5e  ce  qui  précède  que  les  transformées  en 
(a:— -p)  ,  (^x'  —  p')  ,  Gic.  ,  sans  autre  opération  ultérieure  de 
calcul  que  le  placement  convenable  de  la  virgule  indicative  des 
décimales ,  donnent  arithmétiquement  les  valeurs  de  l'ordon- 
née y ,  correspondant  aux   valeurs  entières  et  décimales  de 

9 
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Tabscisse  x ,  dans  la  courbe  qui  a  pour  équation. ,,, 

On  ne  s'arrêtera  point  ici  à  montrer  comment  la  considé- 
ration de  ces  valeurs  numériques  de  y  peufl  contribuer  à  la 
résolution  d'une  équation  numérique. 

(b)  Une  autre  conséquence  est  que  les  coefficiens  de  l'équa- 
tion en  (a;^"^ — lo),  respectivement  divisés  par  io%  io%  io%...io™, 
deviennent  ceux  de  l'équation  en  (a:Ca-o_^c«-o__i).  c'est-à- 
dire  ,  l'équation  en  (x'  —  lo ) ,  ainsi  modifiée,  devient  celle  en 
(^__-;r,— ,  i).  l'équation  en  (a?"— lo)  devient  pareillement 
celle  en  {x'-^p'^  ^)  ,  ^^  ainsi  de  suite.  Cela  se  prouve  généra- 
lement par  l'équation   lo  (  x^"-')—  p^''-'^ )  =  x<^"^;  d'où 

;c(")  —  I  o  =  1  o  (  ^^"-'^ — f>^"~'^  —  I  ). 

Or  cette  confiquence  mérite  quelque  attention  ,  en  ce  qu'elle 
fournit  au  calculateur  un  contrôle  ,  ou ,  comme  on  s'exprime 
en  Arithmétique  ,  une  preuue  de  la  justesse  des  calculs  relatifs 
aux  transformées  successives.  Et  par  cette  raison  ,  lorsqu'on 
attache  quelque  importance  à  éviter  les  erreurs,  et  que  les 
mêmes  opérations  ne  se  font  point  concurremment  par  deux 
calculateurs"  qui  se  servent  mutuellement  de  contrôle ,  il  con- 
vient de  continuer  les  transformations  jusqu'à  celle  en  (aS'^ —  lo) , 
quoique  ,  sans  ce  motif,  on  fiit  souvent  dans  le  cas  de  s'arrêter 

plus  tôt. 

Prenons  pour  exemple  l'équation  du  cinquième  degré  du  n*  63. 
On  a  pour  les  coefficiens  de  ses  transformées 

en  (^  —  2) 1+  7  +  i3—  3  — i6  +  6. 

en  (o;  — 3) i  +  i2  +  5i +88-}-5o  + 8. 

On  s'est  trouvé  dans  le  cas  de  faire  lo  (cr— 2)  =  ^',  ç,i  ^^ 
calculer  les  équations  en  (o;'— i),  (a?'  — 3),  etc.  ,  jusqu'à 
celle  en  (  :c'  —  8  )  ;  mais  pour  s'assurer  qu'il  n'y  a  point  d'erreur 
de  calcul  dans  ces  transformations  ,  il  faut  les  continuer  jusqu'à 
l'équation  en  (  «'— - 10  ). 


Coefficîens  des  transformées...., 


en  {x'  —  8) i+iio-f-4i8o+6o20o4-2o544o-|-ii5o88 

en  (cr'  — 9) i+ii5-f-463o-|-754io+338825-|-583oi9 

en  (a;' — 10). . . .  i+i2o4-5ioo4-88ooo-f-5ooooo+8ooooo. 

Les  coefficiens  de  la  transformée  en  {x' — .  10)  respectivement 
divisés  par  10%  10%  10%  ... .  10^,  deviennent 

I  -I-I2  -|-5i  +88-1-504-8; 

ils  se  réduisent ,  comme  cela  devoit  être,  à  ceux  de  la  transfert  j 
niée  en  (a? — 3). 

(V).  On  a  vu ,  dans  le  Chapitre  VI,  comment  une  même 
méthode  nous  sert  à  approcher  davantage  d'une  racine  déjà 
manifestée,  à  moins  d'une  unité  près  entière  on  décimale,  et 
à  opérer  simultanément  la  vérification  et  l'approximation  des 
racines  qui  restent  encore  à  déterminer.  Cette  unité  de  méthode 
a  été  prescrite  par  la  nature  même  de  la  chose  ,  dans  le  dernier 
cas  ;  et  il  a  paru  convenable  de  la  conserver  dans  le  premier  , 
autant  pour  ne  pas  déroger  à  la  simplicité  des  moyens  ,  que  pour 
ne  point  multiplier  les  méthodes  sans  nécessité ,  et  pour  conserver 
dans  tous  les  calculs  l'espèce  àe  preuve  ou  de  contrd le  menlionné 
dans  la  note  précédente. 

Voici  néanmoins  un  nouveau  procédé  d'approximation  que 
nous  proposons  pour  le  premier  cas  ,  c'est-à-dire  pour  celui  où 
à  l'aide  de  deux  transformées  successives  en  (Ç — tt)  et  (^ — tt — i), 
et  en  cas  de  besoin,  de  la  collatérale  en  (^^ —  i  ),  on  a  reconnu 
l'existence  d'une  seule  racine  comprise  entre  o  et  i ,  pour 
l'équation  en  (  ?— "tt)  ,  et  par  conséquent  d'une  seule  comprise 
entre  -tt  et  'tT  -j-  i  *  pour  l'équation  en  Ç. 

(a)  Soit  Ç  =  'tt-I-  Ç,  ,  ou  g  —  TT  =  Ç,  ;  soient  respectivement 
cr,  et  n,  les  limites  ,  en  moins  et  en  plus ,  de  la  valeur  de  Ç, 
comprise  entre  o  et  i, déterminées  conformément  à  ce  qui  a  été 


(68) 
dit, plus  haut  [note  (F)}.  On  peut  prendre  ,  ou  'rr,,  ou  TT,  pour 
deuxième  valeur  approchée  de  g, ,  les  premières  étant  zéro  et  un  j 
et  par  conséquent  •tt  +  't^'i.^  ou  'tt -1-11^,  pour  deuxième  valeur 
approchée  de  Ç. 

Supposons  d'abord  qu'on  veuille  approcher  de  la  racine  par 
dès  valeurs  de  plus  en  plus  convergentes ,  qui  soient  toujours 
inférieures  à  la  valeur  exacte. 

On  fera  Ç,  =  tt»  +  Ç» ,  ou  Ç^»  —  «tt,  =  Ç»  ;  on  passera  de  l'équa- 
tion en  Çj  à  celle  en  Ç»  [voyez  la  note  (E)] ,  et  l'on  déterminera 
la  limite,  en  moins,  de  la  valeur  de  Ç»  comprise  entre  o  et  i» 
Cette  limite  étant  représentée  par  -TTa,  la  troisième  valeur  appro- 
chée de  ^  sera  -TT  4^ 'TTi H- 'TTa. 

■  On  se  procurera  ainsi  successivement  les  équations  en 
$3>  ?4  i . .  .?v;  et  l'on  aura  'Tr+Tr^-j-TTaH-.  »  .4-7rv  pour  la  (v+i  )'^'"« 
valeur  approchée  de  g. 

Supposons  maintenant  qu'on  veuille  approcher  de  la  racine 
par  des  valeurs  de  plus  en  plus  convergentes ,  mais  toujours  supé- 
rieures à  la  valeur  exacte  de  Ç. 

On  passera  de  l'équation  en  Ç,  à  celle  en  (Ç, — 'IT,  )j  puis  faisant 
^,  =  n, —  S,  ou  H  =  — (Çi  — n,),  on  obtiendra  l'équation 
en  S,  en  changeant  les  signes  des  termes  de  rang  pair  dans, 
l'équation  en  (^,  —  II,).  Il  ne  restera  plus  qu'à  obtenir  des 
valeurs  de  plus  en  plus  convergentes  ,  mais  toujours  inférieures 
à  H  ;  de  sorte  que  la  valeur  de  plus  en  plus  approchée  de 
(n,— H)  ou  Ç, ,  et  par  conséquent  celle  de  Ç  ou  tt-j-Ç,, de- 
meureront toujours  plus  grandes  que  la  valeur  exacte.  Ces 
approximations  vers  la  valeur  de  S  se  feront  de  la  même 
manière  que  dans  la  première  supposition. 

(  b  )  Prenons  pour  exemple  cette  équation  que  nous  avons  déjà 
lésolue  [  54  ]  ;  à  moins  d'une  unité  près. ... 

ce?— 20;  — 5  =  0, 
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On  a  trouvé  pour  les  coefficiens  de  ses  transformées. . .. 

en  (a?  —  2)....i-f-6+io— 'I 
ea  (x  —  5). ..  .1  +  9  +  25+  i6. 

Il  résulte  de  ces  transformées  que  l'équation  en  {x — 2)  a 
une  racine  comprise  entre  o  et  i  ,  dont  les  premières  valeurs 
approchées,  l'une  en  moins,  l'autre  en  plus,  sont ,  respective- 
ment ,  0  et  I.  Mais  ,  en  outre  ,  ces  deux  transformées  fournissent 
immédiatement  les  secondes  valeurs  approchées  de  cette  racine  , 

qui  sont  — ; —  ou  —  pour  la  valeur  en  moins ,  et    r  ,   ^  ou  -7- 

*  1  +10         11  '^  ao+ib         41 

pour  la  valeur  en  plus.  [  Voyez  la  note  (F).] 

On  voit  donc  ,  en  se  bornant  aux  valeurs  approchées  en 
moins,  que  les  deux  premières  sont,  pour  la  proposée. . . . 

1  23  1  . 

a  et  2  +  — ,  ou — j  ou  bien  2,0909090909 

On  reconnoîtra  ci-après  que  cette  dernière  valeur  est  exacte 
dans  ses  deux  premières  décimales. 

Il  faut  maintenant,  en  faisant  x — 2  ;=  ^, ,  passer  de  l'équa* 

lion  en  Ç,  à  celle  en  0,  ou  r  Ç, ^\  On  peut  employer  à 

cet    effet    l'Algorithme  modifié  [note  (E)] ,   de   la   manière 
suivante. 
Soit  iif  j=  ^',  :  on  a  pour  les  coefficiens  des  équations. , . . 

en  5', I  +6.11  +  10. Il'—  1 .11^ 

ou 1+66     +1210    —1551 

en  (f,—  i  )....! +  69     +1345    —54. 

Substituant  à  ^^ — 1  sa  valeur  11^,— «i,  ou  11  (^^ î-V 

et  faisant  Ç,  -~  yt^^S»'  °°  ^  P^^"^  ^^^  coefficiens  de  l'équation. .♦• 

enÇ»...Mi'    +69.11*  + 1345.  II — 54» 
ou i35i  +  8349    +  14795     -~  54» 


(  70  )  • 

La  limite ,  en  moins ,  de  ?.  est  g^^^  ou  ^  =  _^  ; 

limite  à  laquelle  on  peut  substituer ,  pour  plus  de  simplicité , 

— ê  = r  =  o.oo36363636 

375       11. «5         '    . 

.    Ainsi  la  troisième  valeur  approcHée  de  r  est... 

3  +  77  +  77^ ,  ou  ^  ;  ou  bien  2,0945454545 .... 

Nous  ferons  voir  que  cette  valeur  est  exacte  jusqu'à  la  qua- 
trième décimale  inclusivement. 

On  passe  ensuite ,  de  la  même  manière ,  de  l'équation  en  Ç,  à 

celle  en  ^3  ou  (Ç, î-g  Y  Faisant  1 1 .250,=|',,  et  substituant 

dans  l'équation  en  Ç» ,  on  à  pour  les  coefiiciens  des  équations. . . 

en  ^\ I  -1^69.25+  1345.25'— 54.25» 

ou .^*^...i-f-i7ii5-f- 840625    — 843750 

en  (?',—  I  ). . . .  I  +  1728  +  844078    —  1399. 

Substituant  àÇ',—  i  sa  valeur  1 1 .  25f  »—  1 ,  ou  1 1 .  25  fe — Tr~ôO* 
et  faisant  Ç, ^—f  =  Ç3  >  on  a  pour  les  coefficiens  de  l'équa- 
tion   

en  ?3 1 13.25^+1728. ii*.25'+844o78.i  1.25— 1399, 

ou 20796875 -|-i  3763750       H-232i2i45o      — 1399. 

I.a  limite  ,  en  moins ,  de  Ç3  est 

''  ""      ,        ou  '  ou  bien  ■  5 

i399-H23ai2i45o  *         332122849'  16*592073^ 

Mais  on  peut ,  pour  simplifier  ,  lui  substituer. . .  • . 

1      ____       1 

166935 ■""  a5. 6637* 
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Ainsi  la  quatrième  valeur  de  x ,  approchée  en  moins ,  est. . . . 


2  -j- —  -f- 


11  275  166925  ' 

OU 2,094545454545. .  .-1-0,000006026819. .  .  , 

ou  bien.. .  .2,094551481364. .. ., 

et  cette  dernière  valeur  est  exacte  jusqu'à  la  neuvième  décimale 
inclusivement ,  comme  on  le  verra  plus  bas. 

(c)  Les  valeurs  approchées  de  cette  même  racine,  calcu- 
lées par  Newton, suivant  le  procédé  qui  lui  appartient,  sont.. . . 

2. .  ..2,1 ..  ..2,0946. .. .2,09455147» . •• 

M.  Lagrange  a  aussi  calculé  ,  suivant  son  procédé,  les  valcius 
approchées  de  cette  racine ,  en  fractions  continues ,  alternati*- 
vement  plus  petites  et  plus  grandes  que  x.  Les  résultats  sont. . . . 

2      21       23      44      111       i55      576      731      i3o7      164^5        . 
r  '  I^  '   77  '   ^  '   "53"  *    74  '  S^  '   349  '    624  '     7837  '  ^^^' 

La  dixième  de  ces  valeurs,  — ^-  3  qui  est  approchée  en  plus, 
étant  réduite  en  décimales  ,  devient  2,09455 14865. 

Les  valeurs  approchées  en  moins ,  trouvées  suivant  le  nou- 
veau procédé  que  nous  indiquons  dans  cette  note  ,  étant. . . . 

,1  23  ,1,1  676  ,1,1,  I        « 

2. .  .2  H —  ou  — ..  .2  -I -rj rOU-^.  .  .2-] ?-4 — ^= — p, 

'il         11  '11   •  27t)       275  '  11   '   275  '   160925 

ou  bien  2,09090909 2,09454545 2,09455 1 481 364.  •  •* 

on  voit'que  ce  procédé  a  donné  des  résultats  un  peu  plus  exacts 
que  celui  de  Newton,  et  qu'il  les  adonnés  plus  promptement 
qu'on  ne  les  obtient  par  le  procédé  de  M.  Lagrange. 

En  outre,  ce  procédé  est  général  et  sûr,  et  la  méthode  de 
Newton  n'a  pas  ces  avantages.  «  En  général  ,  l'usage  de  cette 
y>  méthode  n'est  sûr ,  dit  M.  Lagrange ,  que  lorsque  la  valeur 
»  approchée  est  à   la  fois  ou  plus  grande  ou  plus  petite  que 


(7=) 

>  chacune  des  racines  réelles  de  l'équation ,  et  que  chacune  des 
»  parties  réelles  des  racines  imaginaires^  et  par  conséquent,  cette 
»  méthode  ne  peut  être  employée  sans  scrupule  que  pour  trouver 
»  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  racine  d'une  équation  qui 
»  n'a  que  des  racines  réelles  ou  qui  en  a  d'imaginaires ,  mais 
»  dont  les  parties  réelles  sont  moindres  que  la  plus  grande 
3>  racine   réelle  ,  ou  plus  grande    que  la    plus   petite  de  ces 

»  racines en  regardant,  comme   on  le  doit,  les  quan- 

»  tités  négatives  comme  plus  petites  que  les  positives ,  et  les 
»  plus  grandes  négatives  comme  plus  petites  que  les  moins 
Tt)  grandes.  (  De  la  Résolution  des  Equations  numériques  , 
»  page  i4i«)* 

Si  l'on  emploie ,  au  lieu  du  procédé  de  Newton,  la  méthode 
d'approximation  tirée  des  séries  récurrentes ,  on  trouve ,  pour 
les  valeurs  approchées  de  x ,  dans  l'équation  x*  —  20; —  5  =;  o. 


*»* 


2^089. . ,  .2,09467 2,094549. . . . 2,09455 15. ,  .etc. 

On  ne  pourroit ,  ainsi  que  l'a  prouvé  M.  Lagrange,  employer 
généralement  cette  méthode  d'approximation  pour  chacune  des 
racines  réelles  d'une  équation  quelconque ,  qu'autant  que  l'on 
connoîtroit  d'avance  une  valeur  approchée  de  cette  racine , 
telle  que  la  dififérence  entre  cette  valeur  et  la  vraie  valeur  de 
la  racine  fût  moindre  en  quantité,  c'est-à-dire,  abstraction 
faite  des  signes ,  que  la  diJBPérence  entre  la  même  valeur  et 
chacune  des  autres  racines ,  et  en  même  temps  moindre  que 
la  racine  quarrée  de  chacun  des  produits  des  racines  imagi- 
naires correspondantes ,  s'il  y  en  a  ,  diminuées  de  la  même 
valeur.  Autrement ,  cette  méthode  ne  sert  qu'à  trouver  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  des  racines  réelles  j  encore  faut-il  que 
le  quarré  de  la  plus  grande  ou  de  la  plus  petite  racine  cherchée 
soit  en  même  temps  plus  petit  que  chacun  des  produits  réels 
des  racines  imaginaires  correspondantes ,  et  qu'on  ait  quelque 
moyen  de  s'en  assurer.  [De  la  Résolution  etc.,  pag.  147,  i5i]. 


•  ("73) 

(d)  Nous  avons  indiqué  plus  haut  comment  on  pourroit  se 
procurer  une  suite  de  valeurs  approchées  de  l'inconnue,  conver- 
gentes en  plus.  Mais  pour  éviter  des  calculs  inutiles,  on  peut, 
au  mojen  de  quelques  opérations  ajoutées  à  celles  qui  ont  donné 
les  équations  en  5, ,  Ç, ,  Ç3, . .  •  ^v  ^  obtenir  une  limite  ,  en  plus  , 
de  ^, ,  et  par  conséquent  de  toutes  les  valeurs  approchées  de  ^  , 
depuis  la  première  jusqu'à  la  »/'«»'«.  Nous  prendrons  d'abord 
un  exemple  particulier ,  et  nous  traiterons  ensuite  ce  sujet  d'une 
manière  générale. 

Dans  l'exemple  qui  nous  a  serri,  on  a  trouvé  -^3 — p  ou  --  .     ,'     ^ 

pour  la  valeur  <3e  îtTj  ,  c'est-à-dire,  de  la  limite,  en  moins, 

de  Ç3.  Faisant  donc  Ç3  =    _  ^'3,  et  calculant  les  équations 

en  Ç'3 ,  (  ^'3 —  I  )  i  (  5^3 — 3  )  f  on  trouve  pour  les  coefficiens  des 
équations. 

en  (4^3 — 1)... 13314-1^87721049+4^8998623104907 — 12049759756 

en  (^'3 — 2) ...  1 33 1 + 1 387725042+40900 1 39.85^98+40898796 1 06763 1  ; 

Puis  on  fait  io^(Ç'3 — i  )=^"3j  et  Ton  obtient  les  coefficiens 
des  équations.  ... 

en  ^"3 1 33 1  -|- 1 38772 1 049DOO+4089986231 04907000000 — 1 20497597560003)00000 

enC;"3—  1  ) ...  1 33 1 + 1 38772 1  ©52993+408998625880349 1 01 993+5a%i^8i^4z56^2^o5o33i  ; 


Donc  la  limite  ,  en  plus ,  de  Ç^'s  est. . 


.  -  o 


.>• 


408398. ...... .,  ....;m;o^..-.ovc^^,8398. 


408998. -1-396948 ;  .  .  ■.  r.'-*^8ô5897.  ;  ;  .^;.  [^(i-.i\  .  .  . 

4oq  oiJaa  l  -i 

On  peut  donc  laiFe  ^"3  <C  s-rj  et  par  eonséquent.  5^  • . 

S'  <^  I  _i_  -J22_-  et  ?  < - tI-         -^^9 

^  ^.       -^^  806000'       ^^  ^  165935-^^  165926.805000* 

D'une  autre  part,  on  a  ^3^-Tr — r- 

^        '  ''\'^  16592^      ^     ,v   ii    -.iOfJ    ,8-j-iu-;5h 

Donc,    en  se    tenant   à  cette   dernière   va|ei|v^,  r^ri;,^u]^:  est 

moindre  que  —rr — ^§-? —  ou  o, 00000000 3o62 .... 

^       16^923.800000  ' 
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Bien  plus,  dans  l'exemple  qui  nous  occupe,  il  suffit  de  jeter 
les  jeux  sur  les  coefficiens  de  l'équation  en  §"3  pour  reconnoître 
qu'on  a 

Ta  <  1^  >  et  par  conséquent  f  3  <  i  4-  ^^  t 

'    ,  •  •  •  Çs  "^  166925     ""  ib'ôgaÔoooo  '  , 

donc  Terreur  est  moindre  que  0,0000000006026819.... 

Il  suffisoit  même  de  l'équation  en  (g'3 —  1  )  pour  s'assurer  d'un 
tel  résultat ,  puisqu'à  la  seule  inspection  des  coefficiens  de  cette 

équation  ,  on  peut  reconnoître  qtie  l'on  a  Ç'3 —  i  <  Ycôôô' 

«     Cette  même    équation  fait  voir  que  g'3 — i    est  plus  grand 

que  -, :  donc  on  a 

*■      41000' 

^'^  ^  +47^^  >  et  Ç3>  165925  +  165925.41000  * 
ou  >  0,000006026819. . .  -f.  0,0000000001469. . . . 

ou  bien  >  0,00000602696 

On  a  de  l'autre  part 

''^       166925       1669260000  ' 

ou   <;  0,000006026819 +  0,0000000006026. . . .' 

c        ou  bien  <;  0,00000602742. ... 

Ici  la  différence  des  deux  limites  est  0,00000000046. . . .' 

Donc,   si   l'on   prend  une   des   deux  limites  pour  la  valeur 
de  Ça,  l'erreur  ne  peut  avoir  lieu  qu'à  la  dixième  décimale. 
V.  Ainsi  la  valeur  exacte  de  a;,  dans  l'équation  a:^ — 2X  —  5:=o, 
est  entre 

4;o9455i48i5. ...... .et  2,0945514844 

et  même  entre ... 

2^09455i48i5 ;  .et  2,0945514819 

En  prenant  le  premier  de  ces  nombres,  ou  l'un  des  deux 
derniers  ,  pour  la  valeur  approchée  de  x ,  on  est  assuré  que 
cette  valeur  est  exacte  jusqu'à  la  neuvième  décimale,  inclusi- 
vement, con\mç  nous  l'avons  annoncé  plus  haut. 

c: .. 
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On  est  également  assuré  par  ce  moyen,  que  les  deuxième  et 
troisième  valeurs  approchées  en  moins  ,  que  nous  avons  trouvées 
ci-dessus  pour  x,  sont ,  respectivement ,  exactes  j  usqu'à  la  seconde 
et  à  la  quatrième  décimale  ,  inclusivement. 

La  dixième  approximation ,  suivant  le  procédé  cj^e  M.  Lagrange, 
a  bien  donné  la  huitième  décimale  exacte  ,  mais  l'exaclitude  de 
cette  décimale  n'est  pas  assurée  par  le  procédé  même,  vu  qu'il 
indique  pour  limite  de  l'erreur ,  o,oooooooi63. .  .j  d'où  il  résulte 
que  la  valeur  de  x  est  comprise  entre.... 

2,0945514702 et  2,0945514865 

et  que  l'exactitude  de  la  valeur  approchée  n'est  garantie  que  pouB 
les  sept  premières  décimales. 

(e)  Voici  maintenant  comment  on  peut  procéder  d'une  ma- 
nière générale, 
Soiî;^t 

^,  =  X5  '7i'r  =  è*,  et  KX  =  X'. 

X  n'ayant  qu'une  valeur  entre  o  et  i ,  X'  n'en  a  qu'une  seule 
entre  o  et  K. 

On  se  procurera  donc  les  deux  transformées  en  (X'  —  P') 
et  (X' — P' — i)  dont  les  termes  tout  conrîus  sont  de  signes 
contraires-,  P'   étant  <  K. 

Ces  deux  transformées  fournissent  déjà  une  double  limite  , 
en  plus  et  moins,  pour  (X'  —  P')  ,  et  par  conséquent  pour  X. 

Mais  pour  avoir  des  limites   plus   resserrées,  on  fera i 

10''  (X'— F)=  X'j  et  comme  (X'— P')  n'a  qu'une  seule  valeur 
entre  o  et  i ,  X"  n'en  a  qu'une  seule  entre  o  et  lo^f. 

On  se  procurera  donc  les  deux  transformées  en  (X" — P") 
et(X' — P'— i)  dont  les  termes  tout  connus  sont  de  signes 
contraires;  P'  étant  <  iC^. 

Ces  deux  transformées  donneront  une  double  limite ,  en  plus 
ot  en  moins ,  de  (X' — P") ,  et  par  conséquent ,  de  X'  et  de  Xt 
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Soit  la  limite  en  moins  ==  -^',  et  la  limite  en  plus  ==^. 

-■  On  aura  X"— ?">  3^,  et  <  -^5 

d'où  X''>P''  +  ^,et<P'+-i;rj 

et  r^F>5+-^,et<^  +  ;;^; 

a'où    X'où  KX>F+— +-^,  et<P'+~-| ^( 

P'           P" 
et  enfin  X  >>  57  H + 


P'  P"  1 

et  x<^+  ■ 


Si  l'on  prend  pour  X  nne  de  ces  deux  limites ,  l'erreiîr  serai 

moindre  que  leur  différence ,  qui  est ( — „„,^„    ). 

Soit   n'-|-i  le  nombre  de  chiffres  que   renferme  le  nombre 

entier  K.  Il  est  évident  que  l'erreur  sera   < — —-,',  d'oît  il  suit 

•  >- y  i^  ° 

que  si  on  vent  obtenir,  par  ce  procédé  ,  une  valeur  approcbée, 
exacle  juiî(]u'à  la  Z^'^'^®  décimale  au  moins,  il  faut ,  pour  en  être 
généralement  sûr,  prendre  N  =  «  —  n', 

C'e^l  ainsi  que  dansTexempledontbn  s'estSïTvi ,  K  ou  lôSgaS 
étant  composé  de  six  chiffres,  d'où  n' 3=  5,  on  à  dil  faire  n  =  3, 
si  l'on  a  prétendu  avoir  une  valeur  exacte  jusqu'à  la  huitième 
décimale. 

.>Jî)Qns  de  même  «xempîe  ,  P*  s'e»t  frouvé  i=o  ,  et  P'=:  1 5  ce 
qui. a  rendu  le  calcul  très-eiçpédilif  Kh  pareil  cas  ,  si  l'on  s'en 
fient  à  ï^r  pour  la  valent  de  X  approchée    en    moins  ,  l'erreur 

estftouiours  moindre  que  —, — —  :  et  par  conséquent  «<  — —— ,. 

^''(WJ  ëe  ^^^clà^l^mirrôït  êfre  étendu  à  la  rVc^herc'i-ie  de  plu- 
sieurs racines  comprises  entre  deux  iiômbres  entiers  consécutifs, 
fet  l'oii  tirèrôit  pour  lors  un  assez  bon  parti /c1ncr/7i?r/W/z  que 
îiôiis  avons  généraliisé  dans  la  nôtte  (K).  Mais  ri  nous  paroît 
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inutile  d'entrer  dans  ces  détails.  Notre  principal  objet  dans  cet 
Ouvrage  ,  a  été  de  présenter,  pour  la  résolution  des  équations 
numériques  ,  une  Méthode  qui  fût  praticable ,  comme  inécani' 
quement 'y  la  science  du  calcul  pouvant,  de  même  que  les  aris, 
avoir  ses  manouvriers y  et  en  tirer  ,  dans  des  travaux  en  g'and  , 
de  notables  avantages.  Sous  ce  rapport,  notre  Méthode  générale 
sera  peut-être  préférée  au  procédé  particulier  que  nous  donnons 
ici,  surtout  si  l'on  ne  vent  avoir  des  racines  exactes  que  jusqu'à 
la  seconde  ou  troisième  décimale. 

(g)  L'évaluation  des  racines  en  fractions  continues  ,  suivant 
le  procédé  de  M.  Lagrange  ,  est  particulièrement  recomman- 
dable,  lorsqu'elle  fait  connoîlre  les  facteurs  commensurables 
du  second  degré  dans  un  polynôme  qu'on  se  propose  de  décom- 
poser en  facteurs  de  ce  degré.  Mais  quand  il  ne  s'agit  que  de  la 
résolution,  proprement  dite,  d'une  équation  numérique,  ce 
procédé  ne  nous  paroît  pas  préférable  à  l'approximation  en 
nombres  décimaux,  soit  pour  la  commodité- des  calculs,  soit 
pour  la  rapidité  de  l'approximation.  De  plus,' la  méthode  de 
M.  Lagrange  et  la  nôire  étant  de  telle  nature  qu'on  y  procède 
simullanémenf  à  la  vérification  et  à  l'approximation  des  racines, 
il  semble  que  c'est  surtout  à  ces  ,deux  Méthodes  que  l'évalua- 
tion des  racines  en  fractions  continues  ne  sauroit  être  générale- 
ment convenable.  Par  exemple ,  dans  celle  de  l'illustre  Géo- 
mètre ,  si  le  nombre  D  ,  ou  la  limite  de  la  plus  petite  diffé- 
rence des  racines  ,  étoit  un  millième  ,  il  est  évident  que  chaque 
racine  seroit  tout  à  la  fois  reconnue  et  appréciée  ,  à  moins 
d'un  mil  ième  près.  Or  il  paroît  infiniment  dur,  lorsqu'on  a 
obtenu  par  ties  milliers  de  substitutions,  une  valeur  aussi  apr 
prochée  ,  d'être  forcé  de  rétrograder  jusqu'à  la  valeur  du  plus 
grand  nombre  entier  contenu  dans  cette  racine  ,  pour  chercher 
une  nouvelle  évaluation  en  fractions  continues. 

Cest  par  un  semblable  motif,  joint  à  quelques  autres  » 
que  nous  n'avons  pas  cru  devoir   adapter  ce  procédé  à  notre 
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Mëtliocîe  ;  et  ce  motif  semble  plus  décisif  encore  dans  la  Méthode 
de  M.  Lagrange  ,  qui  exige  un  bien  plus  grand  nombre  d'opé- 
rations pour  la  manifestation  des  premières  limiles  des  racines. 
En  effet ,  lorsque  D  est ,  par  exemple  ,  un  millième ,  on  ne 
peut ,  suivant  la  méthode  dont  il  s'agit ,  découvrir  deux  racines 
moindres  que  l'unité  ,  telles  que  0,920. . .  et  0,921 . . .  ,  qu'au 
mojen  de  neuf  cent  vingt-deux  substitutions ,  tandis  que  le 
nombre  des  transformées  exigées  pour  le  même  objet  dans  la 
nouvelle  Méthode ,  égale  seulement  10  -f-  3  -|-  2 ,  c'est-à-dire ,  i5. 
En  un  mot ,  s'il  faut  découvrir  une  racine  ajant  n  décimales  , 
la  recherche  de  ces  décimales  n'exige  au  plus  que  10. /z  trans- 
formations ,  tandis  qu'elle  peut  exiger  jusqu'à  10"  substitutions  , 
suivant  la  progression  o,  D,  2D,  etc. 

(h)  La  comparaison  que  nous  venons  de  présenter,  con- 
cernant le  nombre  des  opérations  ,  dans  la  nouvelle  Méthode 
des  transformées ,  et  dans  la  Méthode  des  substitutions  suc- 
cessives ,  telle  qu'elle  a  été  perfectionnée  par  M.  Lagrange  , 
a  donné  lieu  à  une  observation  qu'il  est  bon  de  rapporter  ici, 
ne  fût-ce  que  pour  empêcher  qu'elle  ne  soit  désormais  repro- 
duite. 

<k  Si  la  résolution  des  équations,  a-t-ron  dit,  exigeoit 
»  l'emploi  d'une  pareille  Méthode  (  celle  de  M,  Lagrange), 
»  assurément  celle  de  l'Auteur,  quoique  très-longue,  mériteroit 
»  encore  la  préférence.  Mais,  pour  Tordinaire,  on  ne  procède 
»  pas  ainsi.  La  Méthode  de  Newton  ,  qui  est  la  plus  usitée , 
»  suppose  qu'on  connoît ,  soit  par  la  voie  des  substitutions, 
y  soit  par  des  constructions  géométriques  ,  une  première  va»- 
»  leur  de  X ,  qui  approche  au  moins  dix  fois  plus  d'une  racine 
V  de  l'équation  que  de  toute  autre  racine  ;  et  d'après  cette 
»  valeur,  on  en  trouvera  facilement  une  autre  dont  l'erreur 
»  n'est  qu'envirofi  le  quarré  de  la  première,  savoir  7^,  si  la 
»  première  valeur  est  -f^.  Une  seconde  opération  qu'on  peut 
»  faire  par  la  même  f^nnule  ,    réduit  l'erreur  du  ceutième  à 
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»  son  quarre^  qui  est  d'environ  ^5^^,  et  ainsi  de  suite.  D'où 
))  l'on  voit  que  l'approximalion  continuelle  est  beaucoup  plus 
i)  rapide  par  celle  méthode,  que  par  celle  que  propose  l'Auleur.  » 

[Il  s'agit  de  celle  que  nous  avons  expose'e  au  chapitre  VI.] 

Une  pareille  observation  donne  à  penser  que  son  auteur  n^a 
pas  bien  saisi  le  sens  de  la  question.  Le  procédé  de  M.  Newton  , 
ainsi  que  nous  l'avons  dit  plus  haut,  avec  M.  Lagrange  ,  n'est 
point  une  méthode  de  résolution  proprement  dite;  et  n'étant 
même  considéré  que  comme  procédé  approximatif,  il  n'est  pas 
généralement  sûr.  Soit,  par  exemple,  xine  équation  en  œ y  ayant 
une  racine  entre  /?  et  (/?  + 1)  g  et  soit  fait  x-s±p-^j.  Il  peut  ar- 
river que  les  deux  derniers  termes  de  la  transformée  en  j  ou 
{x — p)  soient  l'un  et  l'autre  négatifs;  pour  lors  la  valeur  de^'^^ 
déduite  de  ces  deux  termes,  selon  le  procédé  dont  il  s'agit,  se* 
roil  négative ,  et  par  conséquent  ne  fourniroit  point  approxi- 
mativement celle  de  ^H-j",  que  Ton  devroit  irouver  entre  p 
et  p  -^  I  k      , 

(X)  La  délernainalion  des  racines  imaginaires  d'un^  équation 
appartient  au  problème  de  la  décomposition  d'un  polynôme  en 
facteurs  réels  du  second  degré,  plutôt  qu'à  celui  de  la  résolution 
des  équations  numériques.  Celui-ci  ayant  pour  objet  principal 
de  déterminer  exactement,  ou  par  approxim-ation  ,  quels  sont 
les  différens  nombres  réels  qni ,  substitués  à  l'inconnu ,  satis- 
font à  réquatîon  proposée.  C'est  ce  qu'a  reconnu  M.  Lagrange  ^ 
lorsqu'il  a  donné  le  moyen  de  trouver  une  limite  inférieure  à 
la  plus  petite  différence  des  racines,  sans  recourir  à  l'équation 
aux  quarrés  de  leurs  différences. 

Cependant  rilluslre  Auteur  a  indiqué  la  manière  de  se  servir 
tle  cette  dernière  équation,  qui  donne  la  valeur  exacte  ou  ap- 
prochée du  nombre  B  précédé  du  signe  —  sous  le  radical 
<îans  les  racines  imaginaires,  pour  déterminer,  au  moins  approxi- 
mativement ,  la  partie  réelle  de  ces  racines.  Pour  cela ,  on  sub- 
stitue A  +  \/— B  à  X  dans  la  proposée  ,  et  on  en  lire  deux 
équations  en  A  ^  dont  l'une  a  tous  ses  termes  réels,  êl  dont 
l'autre  a  tous  ses  termes  multipliés  par  V^ — B,  facteur  commun 
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que  Ton  fait  disparôitrc  C'est  ce  qui  rend  les  termes  de  la  se^ 
conde  équatiou  tous  réels ,  parce  qu'ils  ne  dépendent  alors  , 
ainsi  que  ceux  de  la  première ,  que  du  quarré  de  V^ — -B;  c'est- 
à-dire  de  —  B.  Ensuite,  procédant  à  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  de  ces  deux  équations ,  on  s'arrête  au  reste  où 
A  n'est  plus  qu'au  degré  «  et  au-dessous,  H  étant  le  nombre  des 
valeurs  égales  que  l'équation  aux  quarrés  des  différences  aura 
fournies  pour  B.  Ce  reste  étant  égalé  à  zéro ,  on  y  substitue  à  B  sa 
valeur  exacte  ou  approchée,  et  cette  équation  étant  ainsi  devenue 
numérique,  on  en  tire  les  valeurS  de  A. 

Mais  ce  procédé  n'est  pas  généralement  sur.  En  effet,  la 
substitution  d'une  valeur  approchée  de  B,  lorsque  le  reste 
égalé  à  zéro  est  de  plusieurs  dimensions,  ne  donnant  aux 
cpeffîciens  de  l'équation  en  A  qi^'une  valeur  approchée ,  l'effet 
de  cette  altération ,  fût-elle  même  très  légère,  pourroit  aller 
jusqu'à  changer  la  nature  des  racines  de  l'équation,  en  substituant 
des  racines  imaginaires  à  des  racines  réelles,  et  vice  versa.  C'est  ce 
qui  auroil  lieu  par  l'altération  qui  naitroit  du  seul  changement  de 
/3  en  — /3  (/3 pouvant  être  un  nombre  aussi  petit  qu'on  voudra), 
dans  une  équation  ayant  pour  facteur  a:*+  2a,x  -f-  a'  -f-  /3. 

(Y)  L'observation  que  nous  venons  de  faire ,  peut  rendre  éga- 
lement douteuse  la  résolution  de  deux  équations  à  deux  incon-^ 
nues  a;  et  j^,  lorsqu'après  l'élimination  de  x,  on  obtient  pour 
y  une  valeur  seulement  approchée^  dont  la  substitution  ne  peut 
produire  que  des  coefficiens  d'une  valeur  approchée  pour  l'équa- 
tion en  jr.  L^  même  difficulté  se  rencontre  dans  la  décomposi- 
tion d'un  polynôme  en  facteurs  du  second  degré.  '  î^J'-  f»"^-'. 
•^'(Z)  On  Voit  que  nous  nous  sommes  frayé  une  route  bien  dif- 
férente de  celle  quia  été  tracée  par  rillustré  auteur  du  Traité  de  la 
Résolution  des  Equations  numériques.  Est-ce  un  sujet  de  reproche? 

Horace  a  dit,  il  est  vrai, 
'-  '   :  ^""'^  '^^^'-^  -'    ••  V      ' iiî,, V.^o's  exempîaria  grœca ,  etc. 

riypîais  il  ajoute  ,  J^-"^  dJrgorjo 

ifidb'lo   ^    iJVçcwninm^rn  meruêre.decuS  QJestigia  grœcq      :ié  ttitfiHûvh 
jiusi  desererc. .>',... t..  •  >/   -  r  "  rr 
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ARTICLE  PREMIER.  Mémoire  contenant  la  démonstration  de 
'>- quelques   Théorèmes  nouveaux ,   relatifs  aux  successions  de 
signes,  considère' es  dans  les  termes  des  suites  et  dans  les  coeffi" 
'   dens  des  e'quations. 

.  -   .  «      . .  ^ 

(  Lu  11  la  séâuce  de  la  première  classe  de  l'Institut ,  le  a6  aQÙt|  lâir.  )  '  ^ 

'  '  ^    •/•{•  .  c  ••'««r» 

Dans  la  nouvelle  méthode  pour  la  résolution  des  équations  nU". 
mériques ,  dont  j'ai  eii  l'honneur  de  faire  hommage  à  la  première» 
classe  de  l'Institut  eu  1807  ,  et  qu'elle  a  daigné  mentionner  parmi 
les  ouvrages  qui,  depuis  1789,  ont  contribué  aux  progrès  de  la 
science,  j'ai  avancé  que  «  une  équation  complète  quelconque  en  Xj 
>)  ne  peut  avoir  n  racines  comprises  entre  zéro  et  un  nombre  positif 
»  quelconque /? ,  si  la  posée  n'a  pas  ,  au  moins ,  n  variations  désigne 
))  déplus  que  sa  transformée  en  (a:— ;e>).  »  Ce  nouveau  théorème  ayant 
été  ainsi  présenté  sans  démonstration ,  j'ai  cru  devoir  m'abstenir 
d'en  faire  usage  pour  la  résolution  des  équations  numériques  ,  et 
j'ai  eu  recours  à  d'autres  moyens  pour  constater  l'absence  des  racine» 
réelles  entre  deux  nombres  consécutifs  de  la  suite  des  nombres  natu- 
rels ;  néanmoins,  comme  l'application  de  ce  principe  peut  abréger 
singulièrement  le  travail  de  la  résolution  des  équations  numériques, 
en  ce  qu'elle  donne  immédiatement  les  seules  valeurs  entières  parmi 
lesquelles  on  puisse  chercher  les  plus  grands  nombres  entiers 
respectivement  contenus  dans  les  diverses  racines  positives  de  l'équa-r? 
tion  proposée',  et  que  le  nombre  de  ces  valeurs  entières. se  trouve 


ainsi  fort  reslreintj  étant  l'mifé  par  le  plus  haut  exposant  de  l'équa- 
lion,  il  m'a  paru  qu'il  pourroit  être  uli!e  de  présenter  une  dcmons- 
trafion  du  (hcorême  que  je  m'étais  contenté  d'énoncer.  Quel  que 
soit  d'ajlleurs  le.  peu  d'importance  qu'on  veuille  attacher  à  de  pa- 
reilles recherches,  j'espère  que  le  nouveau  théorème  ne  sera  pas 
entièrement  perdu  pour  la  Science  ,  et  qu'il  demeurera  placé,  dans 
ses  Annales,  à  côté  de  cette  règle  de  Descartes ,  attribuée  h  l'An- 
g\o\s If ari^iot  par  ses  compatriotes;  ils  ne  se  fussent  point  sans  doute 
empressés  de  la  revendiquer,  s'ils  n'avaient  attaché  quelque  prix 
9C^^  4l^^9^y^V\^j  quoique  cette  fameuse  règle  soit  restée  si  long- 
^çfi^^î^ïw.appUcatif^f^,  et  qu'elle  parût  destinée  à  n'être  comptée  que 
p^tj^  1^  itévitési^sp^qlaj^ives  qui  composent  une  grande  partie  des 
Mathématiques.  Ce  nouveau  théorème  est  l'objet  princippye  ce  Mé- 
moire. 

Oo  jiait  que  dans  une  suite  quelconque  ,  le  nombre  des  variations 
de  signe  que  présentent  ses  termes  est  pair ,  si  le  premier  et  le  dernier 
sont  de  même  signe  j  et  que  ce  nombre  est  impair ,  s'ils  ont  des  signes 
di'fférens.        -  '  c" 

"'Ceci posé ,' otïîpBfHontrè  facilemént'ia  proposition  suivante. 

fil  ' 

'•'PREMIÈRE  PROPOSITION  —  Les  n  premiers  termes  d'une 
suite  quelconque  ne  peuvent  contenir  moins  de  variations  désigne 
que  les  upi'eitiiers  termes  de  sa  suite  sommaioire  d'un  ordre  quel- 
conque,  ...         ,     V        V*  v 

Il  suffit  de  démontrer  cette  proposition  pour  une  suite  quel- 
conque et  sa  suite  sommatoire  première,  puisqu'une  suite  somma- 
toire  d'un  ordre  quelconque  m  est  la  sommatoire  première  de  la 
suite  de  l'ordre  précédente — 'i. 

On  va  d'abord  prouver  que,  si  les  w  —  i  premiers  termes  d'une 
suite  quelconque,  ne  peuvent  contenir  moins  de  variations  que  les 
termes  correspondans  de  sa  suite  sommatoire ,  il  en  sera  de  même 
pour  les  n  premiers  termes  de  ces  suites. 

En  efl'elle  nombre  des  variations  dans  les^i— x  premiers  termes  de 
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la  suite  sommée  est ,  pour  lors ,  ou  supérieur,  ou  é*al  à  celui  des  va- 
riations de  signe  que  présente  le  même  nombre  de  termes  dans  la 
suite  sommatoire. 

Dans  le  premier  cas,  il  est  évident  que  le  terme  ^'^'"»  ajouté  a 
chacune  des  deux  suites  pourrait,  tout  au  plus,  rendre  le  nombre 
des  variations  que  présentent  les  n  premiers  termes  de  la  suite  som- 
matoire égal  au  nombre  des  variations  que  contiennent  les  termes 
correspondans  de  la  suite  sommée. 

Dans  le  deuxième  cas,  le  terme  n  —  l'ème  a  le  même  signe  dans 
les  deux  suites,  et  le  terme /i»*"" ,  produisant  une  nouvelle  succes- 
sion de  signes,  oiFrira  nécessairement,  ou  une  nouvelle  permanence 
pour  chaque  suite,  ou  une  variation  de  part  et  d'autre,  ou  bien  enfin 
une  variation  dans  lasuite  sommée,  et  une  permanence  dans  la  suite 
sommatoire;  il  est  impossible  que  l'inverse  ait  lieu,  c'est-a-dire  que 
cette  succession  soit  une  permanence  dans  la  suite  sommée  et  une 
variation  dans  la  suite  sommatoire;  (car  le  terme  li'^"^'  delà  suite  som- 
matoire est  la  somme  du  terme  qui  le  précède  et  du  terme  n'*"»* 
de  la  suite  sommée,  et  ces  deux-ci  sont ,  par  hypothèse,  de  même 
signe  que  le  terme  n  —  i-*"»  de  cette  dernière  suite). 

On  voit  donc,  dans  le  second  cas  comme  dans  le  premier,  que 
les  n  premiers  termes  d'une  suite  quelconque  ne  peuvent  présen- 
ter moins  de  variations  de  signes  que  les  termes  correspondans  de  sa 
suite  sommatoire,  si  la  même  proposition  est  vraie  pour  les  «  —  i  pre» 
miers  termes  respectifs  de  ces  deux  suites. 

Or  il  est  clair  que  les  deux  premiers  termes  de  la  suite  som'mée 
ne  peuvent  présenter  moins  de  variations  que  les  deux  premiers 
termes  de  la  suite  sommatoire  ,  dont  il  en  sera  de  même  pour  les  trois 
premiers  termes  de  chaque  suite  ;  et  puisqu'il  en  sera  de  même  pour 
ces  trois  premiers  ,  la  proposition  sera  encore  vraie  pour  les  quatre 
premiers,  et  ainsi  de  suite:  c.  q-f'  d. 

Cette  première  proposition  conduit  k  une  seconde  que  voici. 


y 
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SECONDE  PROPOSITION.  -  Les  npremiers  coefflciens  d'une 
équation  complète  quelconque  en  x  ne  peuvent   contenir  moins 
de  variations  de  signe  que  les  coefflciens  correspondans  de  la  tranS' 
formée  en  \—\.  ^ 

Pour  démontrer  celle  proposition,  je  commencerai  par  rappeler 
y  algorithme  qui  donne,  par  de  simples  additions  ou  soustractions  , 
les  coefficiens  de  la  transformée  en  (  œ —  i  )  ,  algorithme  quia  reçu 
l'approbation  de  la  classe ,  dans  la  séance  du  23  mai  1 8o5  ,  et  qu'elle 
a  jugé  susceptible  d'être  inséré  dans  les  Elémens  d'Algèbre.  J'ai  fait 
voir  dans  un  Mémoire  présenté  à  la  classe  k  cette  époque,  qu'étant 
donnée  une  équation  en  x  du  degré  a,  le  second  coefficient  de  la 
transformée'ou  celui  de  (  x — i  )  '"—• ,  est  la  somme  m/^""  des  deux 
premiers  coefficiens  de  la  proposée;  que  le  troisième  coefficient  delà 
transformée,  ou  celui  de  (x— i  )  '«— »  est  la  somme  w  — l'ème  des  trois 
premiers  coefficiens  de  la  proposée;  que  le  quatrième  coefficient  dç 
la  transformée  ou  celui  de  {x — i  )  '"—3  est  la  somme  m  —  a'^™»  des 
quatre  premiers  coefficiens  de  l'équation  en  x  ,  et  ainsi  de  suite  ; 
de  sorte  que  le  coçfficient  nf»""  de  la  transformée  ou  celui  de 
(x—i) '"—"+*  est  la  somme  (m — 7i+2)'^'"«des  n  premiers  coefficiens 
de  la  proposée.  Quant  au  premier  coefficient  de  la  transformée  eu 
(jc—  I  ),  on  sait  qu'il  est  le  même  que  le  premier  de  l'équation  en  x. 

Nous  pouvons  maintenant  en  venir  a  la  démonstration  de  la  seconde 
proposition  :  on  voit  d'abord  que  les  deux  premiers  coefficiens  de  la 
transformée  en  (:c — i)  sont  respectivement  égaux  aux  deux  i«"'  termes 
delà  suite  sommatoire  m'^<»  des  coefficiens  de  la  proposée.  Or  en  vertu, 
de  la  première  proposition  ci-dessus  démontrée^  les  deux  premiers 
coefficiens  de  la  proposée  ne  peuvent  avoir  moins  de  variations  que 
les  deux  premiers  termes  de  celte  suite  sommatoire  m'""^]  donc  ils 
ne  peuvent  aussi  en  avpir  moins  que  les  deux  premiers  coeffîçiçnsde 
la  transformée. 

Nous  ferons  observer  ici  que  si  une  suite  de  termes  ne  peut  avoir 
moins  de  variations  de  signe  qu'une  autre  suite  d'un  égal  nombre  de 
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tepmes ,  le  premier  terme,  dans  l'une  et  dans  l'autre,  étant  supposé  de 
même  signe,  la  proposition  subsiste  toujours  quand  un  même  terme 
est  ajouté  k  chacune  des  deux  suites;  car^  avant  l'addiiion  de  ce 
même  terme ,  la  première  aToit ,  ou  plus  de  variations ,  ou  autant  que 
la  seconde  ;  si  elle  en  avoit  plus,  elle  doit ,  après  cette  addition  en 
avoir  encore  au  moins  autant,  et  si ,  avant  l'addition  du  nouveatt 
terme ,  la  première  avait  seulement  autant  de  variations  que  la  se- 
conde: comme,  dans  ce  cas,  le  dernier  terme  se  trouve  alors  de  même 
sig'ne  dans  une  suite  que  dans  l'autre,  il  est  évident  que  l'addition  du 
nouveau  terme  introduira  ,  ou  une  permanence  dans  chaque  suite , 
ou  une  variation,  de  sorie  que  la  première  suite  aura  encore  autant 
de  variations  que  la  seconde. 

L  Gonside'rant  actuellement  les  trois  premiers  coefficiens  de  la  trans- 
formée en  {jc — I  ),  nous  remarquerons  que  le  troisième  de  cescoefTi- 
ciens  est  aussi  le  troisième  terme  de  la  suite  sommatoire  (  m — j  )  i^»» 
descoefficiens  de  la  proposée.  Nous  avons  déjà  vu  que  les  deux  pre« 
raiers  coeffîciens  de  la  transformée  ne  peuvent  avoir  plus  de  varia- 
tions de  signe  que  les  deux  premiers  termes  de  la  suite  sommatoire 
7»'*""',  ni  par  conséquent  en  avoir  plus  que  les  deux  premiers  termes 
àe  la  suite  sommatoire  (  m— i  )!«"'«  des  coefficiens  de  la  proposée  j 
donc,  en  vertu  de  l'observation  ci-dessus,  les  trois  premiers  termes 
de  la  suite  sommatoire  (  m — i  )'*■»«  ne  peuvent  avoir  moins  de  varia- 
tions que  les  trois  premiers  coefficiens  de  la  transformée  en  (  j? —  i  )> 
Or  les  trois  premiers  coefficiens  de  la  proposée  en  x  ne  peuvent  avoir 
moins  de  variations  de  signe  que  les  trois  premiers  termes  de  celte 
même  suite  sommatoire  (  m — i  )ième  j  donc  ils  ne  peuvent  aussi  eu 
avoir  moins  que  les  trois  premiers  coefficiens  de  la  transformée. 

Si  l'on  considère  ensuite  les  quatre  premiers  coefficiens  de  la  trans- 
formée en  (.r— i),  on  remarquera  d'abord  que  le  quatrième  coeffi- 
cient est  aussi  le  quatrième  terme  de  la  suite  sommatoire  (  m—oi  )ième 
des  coeffieiensde  la  proposée,  et  que  les  trois  premiers  coefficiens  de 
la  trartsformée  ne  peuvent  avoir  plus  de  variations  de  signe  que  les 
trois  premiers  termes  de  cette  même  suite  sommatoire  (  w— 2  )'^'"<^j; 
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d'où  l'on  conclura  que  les  quatre  premiers  coefficiens  de  la  transfor- 
mée ne  peuvent  avoir  plus  de  variations  que  les  qtïatrè  premiers 
termes  de  la  suite  sommatoire  (  m  — 2;  )'*"'«  ^  ni^  par  conséquent,  en 
avoir  plus  que  les  quatre  premiers  coefficiens  de  la  proposée. 

Généralement,  on  voit  que  les  n —  r  premiers  coefficiens  de  la  trans- 
formée en  (jt —  i)  nepeuvent  avoir  plus  de  variations  quelesTi  —  r  pre- 
premiers  termes  de  la  suite  sommatoire  (m — /î-fa)'^"»  ,  ni  par  con- 
séquent en  avoir  plus  que  les  w  —  i  premiers  termes  de  la  suitesomma- 
tcire  (m — w-f-i  )  ''^"">  des  coefficiens  de  la  proposée  ;  les  n  premiers 
coefficiens  de  cette  proposée,  qui  ne  peuvent  avoir  moins  de  varia- 
tions de  signe  que  les  n  premiers  termes  de  la  suite  sommatoire 
(w — n-\-i  )■'«"»«,  nepeuvent  donc  avoir  moins  de  variations  que  les 
fi  premiers  coefficiens  de  la  transformée;  ainsi  la  proposition  dont  il 
s'agit,  étant  une  fois  reconnue  vraie  pour  les  n — i  premiers  coefficiens 
respectifs  des  équations  en  x  et  en  {x—i  )  ,  doit  être  également  ad- 
mise pour  les  n  premiers  coefficiens  respectifs  de  ces  deux  équations, 
et  par  conséquent  pour  leurs  premiers  coefficiens  respectifs  en  tel 
nombre  qu'on  voudra,  c.  q,f,  d^ 

De  la  deuxième  proposition  qui  vient  d'être  démontrée ,  notis  pas- 
serons à  cette  troisième  : 

TROISIÈME  PROPOSITION.  —  Une  équation  en  x  ne  peut 
avoir  moins  de  variations  de  signe  que  la  iransjormée  en  (x—p)  ; 
p  étantun  nombre  positif  quelconque. 

Car  on  peut  faire  x=p  x,  et  substituer  celte  valeur  de  x  dans  la 
proposée;  il  est  évident  que  l'équation  en  x  qui  résultera  de  celte 
substitution ,  présentera  exactement  les  mêmes  successions  de  signe , 
que  celle  en  à?,  puisque/?  est  positif;  et  l'on  a  déjà  prouvé  qu'une 
équation  en  x  ne  peut  avoir  moins  de  variations  que  l'équation  en 
(x  —  i).  Soit  maintenant  substituée  à  X,  dans  l'équation  en  (x — i),sâ 

valeur  -;  on  aura  x—  i  «=  i-  (  x— /?  )  ,  d'où  il  suit  que  l'équalion  eft' 

(x — i)  aexaclementles  mêmes  successions  dèsigneqtre  telle  en  (jfcr—*)^)'^ 
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de  même  que  l'équation  enx  a  les  mêmes  successions  de  signes  que 
celle  en  x ,  donc  la  proposée  ne  peut  avoir  moins  de  variations  de 
signe  que  la  transformée  en  (  x—p);  c.  q.f.  d. 

QUATRIÈME  PROPOSITION.  ~  S'il  existe  une  seule  racine 
entre  zéro  et  un  nombre  positif  quelconque  p  ^  Véquation  proposée 
en  X  doit  avoir  au  moins  une  variation  déplus  que  la  transformée 
en  (x—p). 

En  effet,  on  sait  que ,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  le  dernier  coeffi- 
cient de  l'équation  en  {x—p)  aura  un  signe  contraire  à  celui  du  der- 
nier coefficient  de  l'équation  proposée  ;  et  que  par  conséquent  le 
nombre  des  variations  désigne  sera  pair  dans  celle  des  deux  dont  le 
dernier  coefficient  sera  de  même  signe  que  le  premier ,  et  que  ce 
nombre  sera  impair  dans  l'autre  équation  ;  le  nombre  des  variations 
ne  peut  donc,  en  celle  circonstance ,  être  égal  de  part  et  d'autre.  Or 
il  ne  peut  être  moindre  dans  l'équation  en  x  que  dans  celle  en  (x — p); 
donc  il  doit  être  plus  grand,  et  par  conséquent,  la  proposée  doit 
avoir  au  moins  une  variation  de  plus  que  sa  transformée  ,  c.  q.f  d. 

Nous  voici  maintenant  arrivés  au  nouveau  Théorème  qui  est  l'objet 
principal  de  ce  Mémoire, 

CmqmÈUEVRO^OSITÎO'N.Si  une  équation  en  x  a  n  ra- 
cines comprises  entre  zéro  et  un  nombre  positif  quelconque  p  ,  la. 
transformée  en  (x—p)  doit  avoir  au  moins  n  variations  de  moins  que 
la  proposée.  ♦ 

Supposons  d'abord  que  l'équation  n'a  point  déracines  égales  com- 
prises entre  zéro  et/? ,  et  représentons  les  n  racines ,  en  suivant  l'ordre 

de  leur  grandeur,  p^rx^^x^, ^„;de  manière  que  a:,  représente 

la  plus  grande  de  ces  racines,  et  x„  la  plus  petite.  On  peut  con- 
cevoir des  nombres  p,^p,..  .;?„.„  qui  soient  respectivement  compris 
entre  x,  et  jc, ,  x.,  et  x^,  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  quep„_^  soit 
s^x„^,et>'X„.On  peut,  en  outre,  concevoir  n  transformées  en 
{x—p,  )  ,  (  a:— p.)  etc.  Qr,  il  suit  de  la  quatrième  proposition  qui 
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a  é\ê  di^mofttyéè  plus  hàlif,  que  l'équation  en  (x^p)  doit  avoir  a» 
m'oins  une  variation  de  moins  que  celle  en  (x—p,);  que  celle-ci  doit 
pareillement  en  avoir  au  tooins  une  de  moins  que  Celle  en  (jc-— /?,),  et 
ainsi  de  suite,  jusqu'à  l'équation  en  (  x— p„_,)  qui  doit  aussi  avoir  y 
au  moins,  une  variation  de  signe  de  moins  que  la  proposée  ea^r; 
donc  la  transformée  en  (x—p)  doit  avoir  au  moins  n  variations  de 
moins  que  la  proposée. 

Supposons ,  en  second  lieu ,  que  ta  proposée  a  des  racines  multiples 
_rf7;,^e,tç.  comprises  entre  zéro  et  /?,  on  peut  concevoir  cette  équa- 
tioii  partagée  en  deuk  facteurs  A  et  A'j  ce  dernier  étant  composé  du 
.produit  des  facteurs  égaux  (jc— r)^,  (a:— r.)^',  etc.  ;  d'où  il  suit  que  le 
polyirome  A'  n'ayant  que  des  racines  positivés ,  dont  le  nombre  sera 
<7  H-  (fi  +,  etc.j  ne  présentera  que  des  variations  de  signe.  Soient,  res- 
;,pectivement ,  A^  s=io  ^  et  A*»  =*a,  les  transformées  en  (or — /?}  des 
équations  A=^o  ,  A^==o  ;  l'équation  A\  =  asera  formée  d'autant  de 
facteurs  égaux,  qu'il  y  en  a  dans  Airelle  sera  le  produit  de  facteurs- 
jtels  que  ( j:  +  r'  ) ,  {x-\-  r/  ) ,  etc.,  d'où  il  suit  que  l'équation  A',  =  a 
n'aura  que  des  racines  négatives ,  en  même  nombre  que  les  racines 
positives  de  l'équation  A' =  o,  et  que  par  conséquent  elle  ne  pré- 
sentera que  des  permanences  de  signe.  Donc^  dans  le  produit  A^  A', , 
c'est-à-dire,  dans  la  transformée  en  (  x — p  j  de  la  proposée  ^  Une' 
peut  {d'après  le  théorème  si  connu  de  Segner)  se  trouver,  tout  au  plus,, 
qu'autant  de  variations  désigne  que  dans  A,  ;  comme,  au  contraire  y 
,si  Von  désigne  respectivement  par  n^  et  n^  le  jwmhre  des  racines  posi- 
tives comprises  eif,tre  zéro  et  p  dans  les  équations  A  ==»  o,  A'==  o^  // 
est  évident  que  le  produit  A.  A' ,  c'est  à  'dire,  la  proposée  en  âc  ,  doiù 
contenir,  au  moins ,  n,  variations  de  plus  qu'il  n'y  en  a  dans  A. 
Mais  d'après  la  première  partie  de  la  d^moiistratioji,  A  doit  avoir^ 
au  moins,  ra.  variations  de  plus  que  A, ,  et  par  conséquente,  variations 
de  plus  que  le  produit  A».  A',  ,  ou  que  la  transformée  en  (x— /?)  de 
l'équation  en  x.  Donc  cette  transformée  ,  ou  le  produit  A,.  A',,,  doit 
contenir  pour  le  moins  /i,  +  n^  variations  de  moins  que  la  proposée 
en  X  ou  le  produit  A.  A'  :  ou  bien  ,  ee  qui  revient  an  même  y  la, 
transformée  doit  avoir  au  moins  ?Ï4-h72s  permaaenees  de  plus  qu« 
la  proposée. 
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Donc  enfin  ,  soit  que  la  proposée  en  x  n'ait  pas,  ou  qu'elle  ait  des 
racines  égales  comprises  entre  zéro  et  un  nombre  positif  quelconque 
p  y  autant  cette  proposée  a  de  racines  comprises  entre  zéro  et  p  ^  au- 
tant, pour  le  moins,  elle  doit  avoir  de  variatious  de  signe  de  plus 
que  n'en  contient  sa  transformée  en  {x — /?).  c.  q.f.  d. 

H  n'a  été  question  jusqu'ici  que  de  racines  positives  ;  mais  il  est 
évident  que  le  théorème  s'étend  aux  racines  négatives  et  qu'il  suffit 
pour  cela  de  changer  dans  l'énoncé  de  la  cinquième  jpropositionp/wi" 
en  moins  et  réciproquement.  Ainsi  la  proposée  ne  peut  contenir  n 
racines  comprises  entre  zéro  et  — p  ,  qu'autant  qu'elle  a  fi  variations 
de  signe  de  moins  que  sa  transformée  en  {X'\-p  ). 

En  résumé,  j'ai  prouvé  dans  ce  Mémoire  : 

1°.  Que  les  n  premiers  termes  d'uue  suite  quelconque  ne  peuvent 
contenir  moins  de  variations  de  signe  que  les  termes  correspondans 
de  sa  suite  sommatoire  d'un  ordre  quelconque; 

2**.  Que  lesn  premiers  eoefficiens  d'une  équation  complète  quel- 
conque en  07,  ne  peuvent  contenir  moins  de  variations  de  signe  que 
lés  eoefficiens  correspondans  de  la  transformée  ep  (x— i)  ; 

5°.  Qu'il  en  est  de  même  relativement  k  la  transformée  en{x—p)^ 
p  étant  un  nombre  positif  quelconque; 

4°.  Que,  s'il  existe  une  seule  racine  entre  zéro  et  un  nombre  posi- 
tif p ,  l'équation  en  x  doit  avoir  au  moins  une  variation  de  plus  que 
celle  en  (  x—p  )  j 

5°.  Que  si  une  équation  en  x  2l  n  racines  comprises  entre  zéro  et 
•±ip^\di  transformée  en  (a:  np;?  )  doit  avoir,  au  moins,  n  variations, 
ou  de  moins  ,  ou  de  plus,  que  la  proposée  en  a:,  suivant  que  la  li- 
mite p  est  précédée  du  sigrie  -f  ou  du  signe  — v 
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ARTICLE  II.  —  Rapport  sur  le  Mémoire  précédent. 

La  classe  nous  a  chargés,  M.  de  Lagrange  et  moi,  de  lui  rendre 
compte  etc. 

Dans  un  ouvrage  sur  la  résolution  des  équations  numériques,  publié 
eh  1807,  l'auteur  avait  annoncé,  sans  démonstration,  qu'une  équa- 
tion en  X  ne  peut  avoir  n  racines  comprises  entre  zéro  et  un  nombre 
positif  quelconque  p ,  si  cette  équation  n'a  pas  au  moins  n  varia- 
lions  de  signe  de  plus  que  sa  transformée  en  (.r— yy).  Il  se  propose 
maintenant  de  démontrer  cette  proposition  en  toute  rigueur,  et  c'est 
l'objet  principal  du  Mémoire  dont  nous  avons  à  rendre  compte. 

Pour  parvenir  à  ce  but,  l'auteur  rappelle  d'abord  un  principe 
fort  connu  dans  ce  genre  de  recherches,  savoir  que  dans  une  suite 
de  termes  quelconques^  le  nombre  des  variations  de  signe  est  pairj 
si  le  premier  etle  dernier  terme  sont  de  même  signe,  et  impair,  s'ils 
sont  de  signes  différens.    ^ 

Ce  lemme  étant  pose  ,  il  établit  successivement  quatre  proposi- 
tions avant  d'en  venir  k  la  cinquième  qui  est  le  Théorème  déjà 
énoncé.  Nous  allons  examiner  dans  le  même  ordre  ces  cinq  pro- 
positions. 

:  Proposition  première.  «  Les  tî  premiers  termes  d'une  suite  quel- 
»  conque,  ne  peuvent  contenir  moins  de  variations  de  signe,  que 
»  les»  premiers  termes  de  sa  suite  sommatoire  ^d'un  ordre  quel- 
j)  conque  ». 

.  Pour  bien  saisir  l'énoncé  de  cette  proposition ,  il  faut  savoir  ce 
que  l'auteur  entend  par  suite  sommatoire  d'un  ordre  quelconque 
d'une  suite  donnée. 

La  suite  sommatoire  première ,  ou  du  premier  ordre  ,  est  celle 
dont  un  terme  quelconque,  ou  le  7z.*°"  terme,  est  égal  à  la  somme  des  n 
premiers  termes  de  la  suite  donnée. 

La  suite  sommatoire  seconde ,  ou  du  second  ordre ,  se  dédui 
semblablement  de  la  suite  sommatoire  première,  et  ainsi  des  autres 
jusqu'à  la  suite  sommatoire  d'un  ordre  quelconque. 
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L'auteur  se  borne  d'abord  à  comparer  entre  elles ,  quant  à  la  suc- 
cession des  signes ,  une  suite  proposée  A  et  sa  suite  sommatoîre 
première  A'  ;  il  suppose  que  la  proposition  soit  vraie  dans  les  n—  i 
premiers  termes  de  ces  suites  ,  c'est-a-dire  que  le  nombre  des  va- 
riations de  signes  n'est  pas  moindre  dans  les  n—i  premiers  termes 
de  la  suite  A  que  dans  un  pareil  nombre  des  premiers  termes  de  la 
suite  A%  et  il  démontre  que  la  même  chose  doit  avoir  lieu  pour  les  n 
premiers  termes  de  ces  suites. 

Nous  avons  remarqué  que  la  démonstration  de  M.  Budan  man- 
que de  quelques  développemens,  mais  il  est  facile  d'y  suppléer;  et 
comme  la  proposition  a  lieu  sans  difficulté  lorsque  «=2 ,  ou  lors- 
qu'on considère  les  deux  premiers  termes  des  suites  A  et  A' ,  elle 
est  donc  vraie  pour  un  nombre  quelconque  de  termes  de  ces  deux 
Suites. 

La  proposition  étant  établie  entre  une  suite  donnée  A  et  sa  suite 
sommatoire  première  A',  il  s'ensuit  qu'elle  aura  également  lieu  entre 
la  suite  sommatoire  première  A',  et  la  suite  sommatoire  seconde  A", 
et  ainsi  de  suite.  Par  conséquent  elle  sera  vraie  aussi  entre  la  suite 
donnée  A  et  sa  suite  sommatoire  d'un  ordre  quelconque  A  ^°^. 

Proposition  deuxième .  «  Les  n  premiers  coeffîciens  d'une  équa- 
»  tion  complète  quelconque  en  x  ne  peuvent  contenir  moins  de 
ii  variations  de  signe  que  les  coeffîciens  correspondans  de  sa  trans- 
»  formée  en  (  x—  i  )  » . 

Pour  ramener  cette  proposition  a  la  précédente,  l'auteur  observe 
que  les  coeffîciens  de  la  transformée  en  (  x  —  i  )  peuvent  cire  con. 
sidérés  comme  des  termes  sommatoircs  de  diffcreus  ordres  de  la 
suite  des  coeffîciens  de  la  proposée;  le  coefficient  du  premier  terme 
est  le  même  dans  les  deux  suites;  le  coefficient  du  second  terme  de 
la  transformée  est  la  somme  m^^^  des  deux  premiers  coefficiens  de 
la  proposée  (  m  étant  le  degié  de  l'équation  ).  Le  coefficient  du 
troisième  terme  de  la  transformée  est  la  somme  (^m  —  i  )eïne  jgg 
trois  premiers  coefficiens  delà  proposée,  et  ainsi  de  suite. 

En  partant  de  cette  idée,  l'auteur  compare  successivement  les  deux 
premiers  coefficiens  de  la  transformée  aux  deux  premiers  coeffîciens 
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de  la  proposée,  les  trois  premiei^  de  i*unc  aux  trois  premiers  de 
l'autre,  et  ainsi  de  suite.  Il  trouve  par  Tapplication  de  la  première 
proposition  que  les  coeffîciens  de  la  transformée  en  (  x  —  i  ) 
jouissent  par  rapport  aux  coeffîciens  de  Téquation  proposée  de  la 
même  propriété  que  la  suite  sommatoire  d'un  ordre  quelconque  de 
ces  mêmes  coeffîciens  ;  d*où  il  conclut  que  la  transformée  en  (  a?~  i  ) 
ne  sauroit  avoir  plus  de  variations  que  l'équation  proposée. 

Au  moyen  de  ces  deux  premières  propositions,  l'auteur  démontre 
sans  difficulté  la  troisième  et  la  quatrième  ainsi  conçues: 

Proposition  troisième.  «  Une  équation  en  x  ne  peut  avoir  moins 
»  de  variations  de  signe  que  sa  transformée  en  (  jc  —  y»  ) ,  yo  étant  un 
3)  nombre  positif  quelconque.  » 

Proposition  quatrième.  «  S'il  existe  une  seule  racine  comprise 
))  entre  zéro  et  un  nombre  positif  quelconque  p^  l'équation  propo- 
»  sée  en  x  doit  avoir ,  au  moins ,  nne  variation  de  plus  que  sa  trans- 
>)  formée  en  (  a?  —  y^  ).  » 

L'auteur  vient  enfin  k  la  cinquième  proposition  qui  peut  s'énon- 
cer ainsi  : 

Proposition  cinquième,  u  Si  une  équation  en  .r  a  n  racines  com- 
»  prises  entre  zéro  et  un  nombre  positif  quelconque  yo ,  cette  équa- 
»  tion  aura  au  moins  n  variations  de  plus  que  sa  transformée  en 
»  (a?  —  yo).  » 

Si  les  racines  comprises  entre  zéro  et^  sont  toutes  inégales,  la 
proposition  cinquième  est  un  corollaire  très-simple  de  la  proposition 
quatre;  mais  s'il  y  a  des  racines  égales  entre  zéro  et/?,  la  démons- 
tration que  donne  l'auteur  n'est'concluante  qu'autant  qu'on  a  recours 
a  un  théorème  démontré  par  Segner  dans  les  Mémoires  de  Berlin  , 
en  1 756  ;  savoir  que ,  si  on  multiplie  un  polynôme  en  x  par  le  binôme  - 
^  —  a  ,  le  nombre  des  variations  augmentera  au  moins  d'un  dans  le 
produit. 

Le  théorème  de  Segner  étant  supposé,  la  démonstration  de  M. 
Budan  est  exacte.  Mais  l'auteur  aurait  dû  en  faire  mention  ou  indi- 
quer  de  quelle  manière  il  y  eupplée. 
"^ïîous  rêmarquevons  que  si  Vanîmip  >  x,  les  coefficiens  de  la 
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iransforniéc  en{x  -^  p)  deviendront  tous  positifs  ;  ainsi  il  résulte 
du  théorème  de  M.  Budan  que  le  nombre  des  racines  positives  d'une 
équation  ne  peut  être  plus  grand  que  celui  de  ses  vîu*iations  ;  ce  qui 
est  la  règle  connue  de  Descarte*. 

Oa  peut  aussi  observer  que  le  théorème  trouvé  par  M.  Budau 
pour  les  racines  positives  en  donne  un  semblable  pour  les  racines 
négatives,  puisqtr'e»  mettant  —  x  k  la  place  de  or,  dans  une  équa- 
tion donnée^  les  variation* se  changent  en  permanences  et  récipro-^ 
queutent.  ,  r,--,  --,. 

Il  résulte  de  Fexamen  quenous  venons  de  faire  du  Mémoire  de 
M,  Budan,  que  le  théorème  qui  en  est  Tobjet  princi;^^!^  est  vrai;, 
mais  que  sa  démonstration  manque  de  différeras  développemeps 
sans  lesquels  elle  ne  pep.t  être  regardée  comme  entièrement  rigo^- 
reuse.  Nous  pensons  au  reste  que  ce  théorème  est  nouveau:  et  qu'il 
peut  être  utile  dans  la  recherche  des  limites  des  racines.  Car  quoi-' 
qu'il  soit  insuffisant  pour  faire  trouver  directement  les  limifts  de 
chacune  des  racines  réelles,  parce  qu'il  s'ensuit  seulement  qu'il  peut 
y  avoir j  mais  non  pas  qu'il  doive  y  avoir ,  autant  de  racines  com- 
prises entre  zéro  et  un  nombre  positif /:> ,  que  l'équation  a  de  varia*' 
lions  de  plus  que  sa  transformée  en  (  jr  — /?  )  ^  ce  théorème  peut 
néanmoins  servir  à  diriger  les  tâtonnemens,  en  faisant  exclure, 
dans  lès  subsiitution  successives,  les  nombres  entre  lesquels  on  sera 
assuré  ,  qu^il  ne  peut  tomber  aucune  racine  réelle. 

Nous  croyons,  en  conséquence  ,  que  le  théorème  trouvé  païf 
M.  Budan  mérite  l'attention  de  la  classe  comme  étant  une  extension  de 
la  règle  de  Descaries,  et  que  son  mémoire  peut  être  imprimé  dans 
le  Recueil  des  Mémoires  présentés,  accompagné  du  présent  rapport.. 

Signé  f  Lagrange  j  Legendre,  rapporteur. 

'  OBservations  de  l"^auteur  du  Mémoire. — Je  publie  mon  Mémoire 
tel  que  je  l'ai  présenté,  en  1811,  à  la  première  classe  d(î  l'Institut. 
Le  véritable  résultat  de  l'examen  fait  par  Messieurs  les  Commis-" 
saires,  est 
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' .  i®.  Que  les  de'veloppements  qui  pourroient  manquera  la  première 
proposition  s,oxi\. faciles  h  suppléer. 

''  2°.  Que  le  Théorème  de  Segner  étant  supposé ,  la  démonstration 
(  de  la  5™^.  proposition  )  est  exacte. 

Peut-on  légitimement  inférer  de  pareilles  prémisses  que  les  dé- 
monstrations ne  sont  pas  entièrement  rigoureuses? 

Quoi  qu'il  en  soit,  l'auteur  croit  avoir  satisfait  au  désir  de  Messieurs 
les  Commissaires,  en  joignant  leur  Rapport  à  son  Mémoire,  el  en 
ajoutant  seulement,  a  celui-ci,  les  deux  courtes  parenthèses  qu'on 
y  trouvera  en  caractères  italiques.  Ces  deux  additions  n'étoient  peut- 
être  pas  nécessaires,  mais —  Quodàbundatnon  vitiat.  L'auteur,  selon. 
le  Rapport ,  aurait  dû  citer  le  Théorème  de  Segner,  ou  indiquer  de 
quelle  manière  il  y  a  suppléé.  On  n'a  pas  prétendu  y  suppléer;  on 
l'a  réellement  employé,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  en  jettant 
les  yeux  sur  le  passage  imprimé  en  italique  ;  mais  on  n'avait  pas 
ajoute  :  c'est  ici  le  Théorème  de  Segner;  c'est  pour  réparer  ce  man- 
quement, si  manquement  y  a ,  qu'est  destinée  l'une  des  parenthèses 
dont  il  vient  d'être  fait  mention. 

*  Au  reste,  Segner  ayant  établi  son  Théorème,  en  comparant  les 
variations  de  signe  d'un  polynôme  en  x,  avec  celles  que  présente 
le  produit  de  ce  polynôme  par  le  binôme  x  —  a,  il  n'est  pas  inutile 
de  faire  observer  qu'un  semblable  résultat,  se  déduit  d'un  Théorème 
relatif  aux  variations  de  signe  d'une  Suite  et  à  celles  de  sa  Sfntag" 
matique,  lorsque  le  dernier  terme  de  celle-rci  est  zéro  (voyez  l'AP- 
PERÇU  ci-dessous,  concernant  les  Suites  que  ]  di^^çWe  Sjntagmatif 
ques,  No.  8  ). 
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ARTICLE  HT,  —  Uun  moyen  de  reconnoître  la  présence  des 
.  ^racines  réelles  entre  deux  nombres  différant  entre  eux  d*une  unité , 
indépendamment  de  ^opposition  des  signes  du  dernier  terme  dans 
^^  les  deux  transformées. 

On  a  vu  précédemment  (noie  U)  avec  quelle  facilité  on  passe 

de  l'équation  en  (x^ — pd'O)  à  celle  en^o: — p  — yô"^'  '  ' — ^)* 

-'"On  a  vu  aussi  (Ghap.  VI)  que  les  variations  de  signe  dans  une 

collatérale  en  fz^"^„^ — ijalteslent  l'existence  des  racines  réelles 

entre  p  et/?  +  i,  dans  le  proposé  en  ^,  à  moins  que  lo'"  (p  ne 
soit  plus  petit  que  J  (<p  étant  précédé  du  signe  —  sous  le  signe  ra- 
dical, et  p  -\-f  étant  la  partie  réelle  comprise  entre  p  t\p  -\^  i , 
dans  l'expression  d'une  couple  de  racines  imaginaires  que  doit 
avoir  la  proposée,  afin  que  ce  cas  d'exception  puisse  avoir  lieu), 

La' fraction  y^  doit,  dans  l'hypothèse,  différer,  de  moins  de -—-ji 
delà  valeur T— "^,. T.- 1  ^„  j; si, supposant-^  très  petit,  on  se 

permet  de  prendre  cette  valeur  pour  celle  de  f^  comme  font 
les  Géomètres  en  tant  d'autres  cas  qui  paroiàsenl  moins  favo- 
rable^, on  aura  pour  lors  y/T-(p=^ — /?— — -r-..  •— ^^;  elles 
termes  de  rangirbpair  dans  l'équation  en  (x — p —      .    . , . —  ^n\ 

seront  les  coefficiens  d'une  équation  en  (p,  à  J'aide  de  laquelle  on 
assignera^  suivant  le  moyen  connu,  la  limite  inférieure,  que  la 
valeur  de  ^  devra  surpasser.  Si  donc  on  reconnoît,  par  celle  li- 
mite, que  io'"(p  ne  peut  être  moindre  que  \ ,  condition  à  laquelle , 
d'autre  part,  (p  de vroit  satisfaire  pour  pouvoir  maintenir  le  cas 
d'exception  dans  l'équation  enf^  "^^j- —  i  V  on  en  devra  conclure 
que  l'exception  n'  a  pas  lieu,  et  qu'il  existe  des  racines  réelles  en- 

'^      '      10  lO"  '^      '    lO      '  ^  10* 

Ceci  va  être  rendu  sensible  par  l'exemple  suivant.         \ 
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Soit  l'ëqualion. .  .  •T'^  +  rr''  —  8j:  +  4=^' 

En  suivant  notre  mélliode,  ayant  eu  lieu  de  sufpposer'qu'iFyîï 
une  double  racine  entre  zéro  W  i  ,''011  aura  pareilltmenl  lieu  de 
présumer^  \y^%'^  ^  '#5S'|;^?*.?#««3';vVv,o«^x\o'^  -^m 

1°  (après  avoir  fait  10  ^  =  x'  ) ,  qu'il  y  à ,  d^ans  re'qualîôn  en  x^ 
une  double  racine  entre  7  et  8j  et  par  conse'quent ,  une  double 

,    racine  danslà  propose'e  entre  6.  7  eto.  8j 

'  a".  (i|près-avoir-fait-to  At'.-^7  )  sst:  ^")  ^qu'il  y  a ,  dans  re'qualion 
en  x",  une  daublie  racine-entre  5  et  4  j  et  par  conse'quent,  une  dou- 
ble racine  dansïa  proposée  entre  o.  73  et  0.74; 
'--  5'.  (àprè^s  'avoir' fait  i^ij^a:^-;— 5)==^.^^^  qu'il  y  ii  une  double  ra- 
cine, dans  l'e'quali'Q^  •enx'",  entre  3  et  3j  et  par  conséqaeiat,-îrrrè 
double  jaciiie,.<i^mSjlajpr©tp.osëey  entre  0.752  et  o.  735| 

4°*  (,après  avpi^vfaitrp.0!;(a:'^'-r--2)  ^rr^c'*)  qu'il  y  a  une  doubiera'- 
çinfe  d§iïs4'équalioûen.3c''1eiïtre  jséioicii  ;  et  par  conséquent,  deui 
racinps^j<^)^Sr^^.proposéefin.lre  Q.75Lao^€to.73aLi. 

■ii^i,     L'équatjon  ep  (  x*^"?-— ;d*^''\)  est  ici  celle  en  (r'' — ^o)j€'e«lr à-dire 
en  x'*,  et  le  cas  d'exception  ne  peut  sp  maintenir  4ans  sa  collalé- 

raie,  si  <hx\  est  pas  moindre  que  ~ — — , 

400,000,000    ,  '    j,   .      I 

Les  coefficiens  de  l'équaliod  en  fc^'jcçuyenablement  divisés, 
donnent  ceux  de  Téquation  en  (a:  —  0.7520)  dont  les  coefficiens 
<de  rang  impair,  étant  pris  pour  ceux  de  l'équation  en  (p,  cette  der- 
nière équation  sera  ^'^ —  1 1.199844!?  +  o.oooooQOSQgGG.:^^  o 

Sans  tirer  de  cette  équation  du  2^  degré  la  valeur  que devroil 
avoir  (p  y  on  se  bornera  à  en  conclure,  pour  suivre  la  marche  gér 

y    iiéralé,  ^ue  9  dp,vra  êtr^  plusgrandque  ■       lo-'^vÀrl^  '^^  ^^^  consé-»^ 

eù^t  iplus  grand  que   7 — -,  Donc  ®   rie  remplit  p'oiql  ja 

^  ;     :  .    .  ^  .,,    .,  4oO;0OOjOQQ         ;.     -^  '"    r'':f.f  ■•'•'•■■■  *> 

condition  exige'e  pour  le  -maintien  de  l'exception  ;  donc  .î?  a -d^^'^ 
valeurs  égales,  du  inoins,  jusqu'à  la  4*"  décimale;  la  double  racine 
cl^iAt-ô'.ySi  àmôiris  d'un  dix-rniîlièrae  près. 

L'équation  qàî  no««-*'fi-.&erv4i-d^'emple,  est  le -devêloppemehl 
de  {x-\-\  )^-p6ç.r-^  i  )''-|:-^^q=;,Q.  Elle  a  ef|î^ç,Livemept^âux  ra- 
cines, ég^^es,  chacune,  h  0.752,  à  un  dix-millième  près. 


ARTICLE  VVe.<^^' Algorithme  pour  l^.r^tmnsfoiwçùon.:  d'un 
Polynôme  em  X  dû  degré  n  ^  en  un  Polynôme^,  ^fjuwaleni  j,  du 
même  degré,   èii  (x — u),  u  étmt  pio^itif, ou  négatif _,  entier  oh 

.fractionnaire.  '   énmoiW' 

Etant  donnée  une  suite .a,,. ..  a,. .  .^.  .à„   etc. 

Si  l'on  calcule  une  2e  suite,  i.i'vlv^;"A^:i^|io. ..  a^'\  . .  .a^'^  étc.^ 

1  n 

de  telle  manière  qu'on  ait  (quelque  soit  n)..^.a  5?:a^,'^— ^ù  a^"^  jii  étant 

un  facteur  constant»  ou. .... .  .""'^j... .  .c^^a95=r:a  +  u  a^'^ 

J'appelle  la  première  suite  r<2/z^/-,y^/2^«^772<2f/^Me  de  la  seconde  ; 
un  terme  a^'->  delà  seconde  suite,  s'appellera  le  5;"/z^ûfg^/72e  des  termes 

de  la  première,  depuis  a^  Jusqu'en  a^-. 

En  calculant  de  la  même  manière ,  on  obtiendra  la  syntagmati- 
que  de  lasyntagmatique,  ou  la  syntagmatique  seconde  de  la  suite 
dounée^dont  on  se  procure  semblablement  les^ynlagmatiques  3«-, 
4^*,  etc.j  ]qs  termes  généraux  des  syntagmaliques  des  différens  or- 
dres ,  serpjït  fv^résentés  par  a^îj.a^^^^^^ejp..^^^:  ^^.^^  ^^  ■ni.u-/- 

Ceci  posé,  pour  obtenir  les  coefïicierts  d*utt  poî/nôme  en  (x—-uj 
équivalent-au  polynôme  d'un  même  degré  /j,ao  x'*-i-...  dont  les  coef- 
fîciens  donnés  sonta,,...  a,,..,. a,,  çcriyp?  ceux-ci,  comme  formant 
une  suite ,  en  écrivant  o  ponr  un  terme ,  quand  o  sera  le  coetïicient 
d'une  puissance  de  j^^  c'est-à-dire,  quand  cette  puissance  man- 
quera dans  le  polynôme  :  ensuite  vous  vous  procurerez  successive- 
ment la  syntagmatique  première  de  cette  suite;  puis  ses  syntagma-»^ 
tiques  2*.,3^.,4^?etc,  en  calculant  à  chaque  fois  un  terme  de  moins  5 
les  derniers  termes  rpsp^clifs  représentés  par  a^'^,  a*^'^ ,  a*^^  , a*^"^ 

seront  respectiveménllescoefficiens  de  (x — uy,(ûc — w)*,..(a: — m)""'; 
quant  au  coefficient  de  (vC— m)",  il  sera  le  même  que  celui  de  x'; 
c  esl-a-dire  a,. 


(  100  )  ^ 
La  raison  de  ce  proce'dé  est  que,  si  l'on  prend  la  synlagmalique, 
au  module conslant  quelconque  m,  des  coefficiensd'un  polynôme, 
le  syntagme  de  ces  coefficiens  sera  le  reste  de  la  division  du  poly- 
nôme par  (iîk:-^M),  et  que  les  termes  qui  pre'cèdent  ce  syntagme 
seront  les  coefficiens  du  polynôme-quotient;  c'esl^à-dire,  quede'- 
signant  le  polynôme  donné  par  P„  elle  polynome-quolienl  par  P,_, 

on  aura  — -  p-=P,_;+ JL_  . 

X-—U  X — u  ' 

puis,  en  divisanlles  deux  membres  de  l'e'qualion  par  x  —  m  ,  on  a 


1         T*  -r»  .    ît    — I 


et  continuant  ainsi  les  divisions,  on  arrive  à 


■_u)«P« — ^o+^Z:^  +•  •  •  •+  {x—uY'y 


d'où  P„=i:a,  {x—uy  +  â,«  (a:— m)«—  + +aL-i  C-^— ")'-f-a«^ 

Prenant  pour  exemple  le  polynôme  2jc^— Sx^'-j-Sx — 3, 
on  calculera,  de  cette  manière,  les  coefficiens  du  polynôme  équi- 
valent en  (x+ 1) ,  en  observant  que  pour  lors  le  module  u  est  — i, 
dans  l'équation  de  relation  aj,'^=a„-|-uajj'2.i. 

'1j  -^  i  '.c-<  '  Coefficiens 2— 5-J-    5  —  3 

>w.       jSyntagmalique  i'"..  * 2 —  5-|-  »o —  i5 

Synlagmatique  2""' 2-^74-17 

Synlagmatique  5'"'^ 2  —  9 

Syntagmatique  4'^*"^ ^ 

d'où  résulte  le  polynôme  équivalent 

2  (x+ 1)3—9(^+1)»  + 17  (r  +  i)'  — 15(^  +  1)". 
C'est  le  même  résultat  obtenu  au  Chap.  II  de  la  nouvelle  mé- 
thode, page  ig.  L'énoncé  de  cet  algorithme,  est  le  même  qui  se 
trouve  dans  la  2'^  proposition  à  la  page  i3,  pourvu  qu'on  y 
change  (x —  i)  en  (x  —  z/),  et  les  mots  somme  première  ^  somme 
seconde,  etc.  qvl  sjntagme premier ^  sjntagme  second^  etc. 


(    101    ) 

ARTICLE  V.  —  Bu  Calcul  des  Facteurs  réels  du  second  degrés, 
pour  un  polynôme  d'un  degré  quelconque. 

Une  suite  syntagmalique  à  deux  modules  constans  Ui  et  Ua ," 
est  celle  qui  est  liée  à  son  anti-synlagmalique  par  l'e'qualion  de 
i-elaliôn  a» — U,a„_,  —  U,a,^a=a'„;  a*  étant  un  terme  quelcon- 
que de  la  syntagmalique  ,  et  a'„  le  terme  correspondant  de  l'anli- 
syntagmalique. 

La  formule  qui  suit  donne  la  valeur  de  a„,  en  fonction  des 
deux  modules  et  des  i  -f-  /î  premiers  termes  de  l'anli-synlagma- 
tique.  ...ao.  .a', .  .a'ft a'^. 

L„  1.2.0  l.a  ^  fy    t  j 

+  etc.  etc.  ;  la  loi  est  visible. 

Les  1  +  72  premiers  termes  étant  supposés  les  coeffîcîens  d'un 
polynôme  complet  en  x  du  degré  «,  il  s'agit  de  trouver  des 
modules  U,  et  Ua,  qui  rendent  nuls  le  sjntagme  a„  et  le  pro-sjn- 
tagme  a„_,,  attendu  que  les  termes  qui  précèdent  ces  deux  -  ci 
dans  la  syntagmalique  sont  les  coefïiciens  du  polynôme-quotient 
en  Xy  du  degré  /z  —  2,  qui  doit  résulter  de  la  division  du  polynôme 
proposé  par  le  facteur  du  2^  degré. .  .x" —  XJ^x  —  U^.  Ainsi  Ton 
égalera  à  zéro  ce  second  membre  de  {f)  ,  qui  est  la  valeur  de 
a„;  on  égalera  pareillement  à  zéro  ce  second  membre  ,  en  y 
changeant  n  en  /z  — - 1  j  lequel  membre  exprimera  pour  lors  la 
valeur  de  a„_i.  Ce  qui  donnera  deux  équations  à  deux  incon- 
nues :  d'où  l'on  tirera  les  valeurs  de  U,  et  de  U^.   Ensuite  ,   si 


(    102    ) 
l'on  fait  0?"  —  U,^  — 17^  =  0,  U,  et  U»  étant  désormais  connus  , 

'•^OQ  coiittoîtrax  =  |U,d=V^(iU/+Uj.       '  " *     ''' 

Soit  pour  exemple. ..  .^^+3^0^  +  33  =  o 

En  traitant  ce  polynôme  de  la  manière  indique'e,  on  obtient. ..1 

'  U,' -1- a,tr,  —  a»  =  o ,  et  U.U,  =  —  33. 

Les  îellres  étant  remplacées  par  des  nombres  ,  soit 

pc^—'gx^-2S;  d'où  U,^ — glJ, —  28=0. 

On  calculera  les  coefficiens  des  transformées  eo  CU,  —  O.etc, 
suivait  notre  méthode.         .  ,'        ,'    ,  " 

Coefficiens  des  équations.^..., 
■  '"^'^''  en  U,  . . .  I --f-  G, —   9-— 28, 

en  (U.  — i)...i+  3—  6^56, 
en  (U,  — 2)...i+  6+  3  —  38., 
en  (U,  — 3)...  i-f-  94-18  —  28, 
en  (U,  —  4). .  .1  4-12-1-394*  <>^ 

Ui  =  4;  et  puisque  ' .       * 

U.U.  =  -a3==-28-,    U,  =  -^  =  ~7î 

•'-/.'flonc  .x'— 4-^+7=^5  et  a:=:=:2±\/— 3. 

Si  le  polynôme  est  o:^— ;  i5x4-4  =  Q,  ^^  valeur  de  U,  devant 
être,  comme  dans  le  premier  exemple.  »..♦♦;, 

U,3— i5U,— .4  =  0,'''^'^^  -■ 

donc  U^==4  et  11^=^^  =  —  i  ;  d'où  ^''  — 4^-f- 1  =  o  ;. 

et  xz=  2zt:  s/S. 

On  voit  par  cet  article  et  le  précédent,  que  la  résolution  des 
équations  numériques,  pour  les  racines  réelles  et  imaginaires, 
se  ramène  à  trouver  un  module  armulateur  dusyntagme  dans  une 
syntagmatique  à  un  module  constant;  et  les  deux  modules  con- 
slans  annuluteurs  du  sjntagme  et  du  pro-sjntagme  dans  la  syntag- 
matique  à  deux  modules. 

On  ne  sauroit  donc  dire  de  toute  équation  qui  a  des  racines 
sourdes  ou  incommensurables,  aussi  généralement  que  Newton 
l'a  énoncé  :  «  Radiées  surdœ  jinitarum  oecjuationum  y  née  numeris^ 
»  nec  (juâ^is  arle  analj^tieâ  ita  possunt  exhiberi  ut  alicujus  quan-^ 
titas  y  è  reliquis  distincta ,  exaetè  eognoseatur.  (  De  analjsi  per 
y>  œquationes  etc. ,  vers  la  fin).  » 


f- 


/, 


(  io3  )    ' 

ARTICLE  Vl.  — -  Réponses  û  deux  demandes  nfui  «fit  ^faites 

h  l Auteur.  b  iop  ,?.y^(' 

Oq  m'a  (demandé  à  quoi  pouvoit  servir  ceUe  méthode,  «et -^e 
quelle  importance  pouvoil  être  la  résolation  des  équations  nu- 
mériques. Je  pourrois  renvoyer  à  ce  qui  a  été  dit  à  ce  sujet  par 
Lagrange,  dont  les  pensées  ont  été  peut-être  plus  persévérammewl 
dirigées  vers  cet  objet  que  vers  tout  autre.  Mais,  à  cet  égard, 
comme  au  sujet  des  additions  que  je  présente  dans  cette  nouvelle 
édition,  je  dirai  simplement  avec  Fonlenelle  :  ce  Amassons  tou-^ 
y>  jours  des  vérités  de  mathématique..,  au  hasard  de  ce  qui  en 
))  arrivera...  Il  y  en  aura  qui,  prises  séparément,  seront  stériles, 
»  et  ne  cesseront  de  l'être  que  quand  on  s'avisera  de  les  rappro- 
»  cher....  Il  est  toujours  utile  de  penser  juste...  Rien  ne  marque 
«  mieux  combien  l'esprit  est  destiné  à  la  vérité  que  le  charme  (i} 
«  que  l'on  éprouve,  et  ^elque^ei«  m^algré  soi,  dans  les  plus 
»  sèches  et  les  plus  épineuses  recherches  de  l'Algèbre.  «  {Préface 
des  Eloges,^ 

Quelques  personnes  m'ont  aussi  demandé  comment  j'étois  par» 
venu  à  trouver  la  Nouvelle  Méthode  :  je  ne  puis  répondre  autre 
chose  sinon  que  j'ai  examiné  l'objet  sous  diverse?  faces,  avec  cette 
attention  que  le  célèbre  philosophe  Malebranche  considère  comme 
une  sorte  de  prière  naturelle  û'm  Verbe,  la  véritable  lumière  qui 
éclaire  l'entendement.  Pour  mon  compte,  je  ne  saurois  m'empê- 

(i)  Ce  charme  qu'on  ne  saurait  nier,  et  que  Fénélon  appelloit  un  iharme 
diabolique  ',  ce  charme  des  Muses  mathématiques ,  qui  était  connu  de  Virgile , 
et  qu'il  a  semblé  préférer  à  celui  des  autres  Muses,  qifand  il  a  dit  : 

Me  vero  primùm  chilces  ante  omnia  muscs, 
jdccipiant ,  cœlique  vias  ac  sitlcra  nionstrent, 

est  quelquefois  remplacé  par  un  dégoût  qui  s'est  fait  sentir  même  an  célèbre 
Newton,  dont  je  rapporte  ci-après  le  texte,  servant  d'épigraphe  à  l'APPERCU 
qui  va  suivre. 


(  io4  ) 
cher  de  croire  que  l'homme  a  souvent  lieu  d'appliquer  aux  pen- 
sées qui  se  présentent  à  son  esprit,  ces  paroles  de  la  mère  des 
Machabées,  qui  disoit  à  ses  enfants  :  Nescio  qualiter  in  utero  meo 
appamistis.  Et  ce  qui  me  confirme  dans  cette  persuasion,  c'est 
que  l'illustre  géomètre  Lagrange  a  observé  au  sujet  de  Jean 
Bernouîli,  qu'il  a  touché  deux  fois  à  la  découverte  de  telle  vérité 
qui  n'a  été  aperçue  que  vingt  ans  après  par  un  autre  géomètre 
(Mowre),  lequel  pourtant  u'éfidoit  pas  BernouUi  en  perspicacité, 

-rroî  8oo^,«iiffî/^ 

-Oiqqc'i  iioi 


i  >';>:  ' 


APPERÇU 

Concernant  les  SUITES  SYNTAGMATIQUES. 


ce  Metliodum  generalem  quam...  ollm  cogitaveram,' 
«  in  sequentibus  breviter  explicatam  potius  quàm 
»  accuratè  demonstratsam  habes  (Newton.  De  analysi 
«  per  aequationes  numéro  terminorum  infinitas  ).  » 

«  Parciùs  scribo  quod  hœ  speculatioues  diù  mihi 
î)  fastidio  esse  coeperint,  adeo  ut  ab  iisdem  jàm  per 
»  quinque  ferè  annos  abstinuerim.  (  Lettre  de  Newton 
j)   à  Oldenbourg^  du  iSjuin  1676).  » 


34 


(  io6) 


AVERTISSEMENT. 


JLi'AuTEUR ,  contraint  par  [les  circonstances ,  s*esl  borné  à 
donner  ici  un  simiple  précis  concernant  les  Suites  Sjntagmatiques. 
Usant  d'une  liberté  qui  a  été  accordée  a  divers  Géomètres,  il  a 
cru  pouvoir  s'autoriser  du  texte  que  Newton  lui  a  fourni.  On 
trouvera  donc  ici  la  vérité,  brevitér  explicatam  potiùs  quàm  accU' 
rate  demonstratam.  Toutefois  celte  brihve  explication  ne  laissera 
pas  que  de  mettre  souvent  les  lecteurs  sur  la  voie  de  la  démon- 
stration, et  plusieurs  peut-être 'ne  seront  pas  fâchés  d'avoir  quel- 
que travail  à  faire  pour  y  parvenir  par  eux-mêmes ,  et  d'entrer 
/■^(Çn  partage,  pour  ainsi  parler,  dans  celui  de  l'Auteur. 

)'■'    ,    '-''h  aoirol      .,_;,• 
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INFANTI  REGIO, 

BURDIGALENSIUM  DUCL 


AcciPE,  parre  puer,  nostro  munuscula  cultu  : 
Qui  modo  cœpisti  risu  cognoscere  Matrem , 
Nunc  etiam  incipias  risu  cognoscere  Francos. 
Ipsa  tihi  fundunt  Handos  cunabula  flores j 
Occidet  et  serpens  et  fallax  herba  veneni. 
At  simul  heroùm  laudes  et  facta  parentùm 
Jàm  légère  et  quae  sit  poteris  cognoscere  TÎrtus; 
Si  qua  manent  eheu!  priscae  vestîgia  fraudis. 
Irrita  perpétua  solvant  formidine  terras. 
Quippe  ubi  fas  yersum  atque  nefas,  ausoque  positi 
Ausi  îmmane  scelus  ;  ruptis  ubi  legibus  urbes 
Detrectant  jugaj  ciim  frustra  retinacula  tendens 
Fertur  equis  auriga,  neque  audit  currus  habenasj 
Hune  saltem  everso  juvenem  succurrere  saeclo  J 
Ne  proliibete^  Dii  patrii;  sat  sanguine  nostro 
Si  tandem  luimus  miseri  perjuria  Galli. 
Ergo  ubi  te  firmata  virum  jàm  fecerit  oetas , 
Aggredere  6  magnos  (aderit  jàm  tempus)  honores, 
Cara  Deo  soboles ,  spes  et  fidissima  gentis  ; 
Te  duce,  "venturo  la;tentur  et  omnia  saeclo. 
O  mibi  tam  longœ  maneat  pars  ultima  vitae, 
Spiritus  et  quantum  sat  erit  tua  cemere  facta  ! 

(  jB  VirgilU  carminibus  excerptuni.)i 


lia  Muie^HaaAomiiua 
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APPERCU 

.'Concernant  les  SUITES  SYNTAGMATIQUES, 

.0:0  ^ 

1/  Jljorsque  deux  suites  de  nombres ,  coordonne'es  Tune  à  l'autre^ 
terme  à  terme,  sont  telles,  qu'un  terme  quelconque  de  la  se- 
conde, représenté  généralement  par  A ,1,  égale  la  somme  du 
''erme  correspondant  de  la  pfèhitere-,  représenté  par  A'„,  et  deà 
iaulres  termes  qui  précèdeiit^tîëliri^-^iii';  on 'exprime  cette  propriété 
en  disant  que  la  seconde 'suîtfe  èii  ^Bi^Mârïoi>e  de  la  première,  et 
elles  sont  liées  entre  elles  par^  cqtte^qualion  de  relation 

)n.t4L        A„=A'«4-A,_.,  ou  A«— A„^,i=:vA'„;  .  ■■  ■  ^  ■•'.W.. 
•ë^i^îï'i^yqtMe^éi^ëtoecfellî^^^        '  ^  ^ 

^ufa  20i:fpiJr.mpGln7a  3iil  ç^9h;;.3  Dnp:.iij  lin.)  •:;':•■;.;     vj\ 

lorsque  lq.|'9jÇÏ^^^^^  et  cette  dernière 

égualionv^^l^^^e-^  .,  ji^no;  .- 

laquelle  se  réduit  à  la  prieôédéîïte ,  qaandL^l*^ndice  v  égale  i. 

2.  Ceci  conduit  à  considérer  des  suites  de  termes  nlacées  Ips 
unes  au-dessus  des  autres ,  et  sîç  correspondaijt  terme  à  terme 
ensibrie  que,  représentant  un  terme  quelconque  d'une^cessuites  pac 
Al-^vÇ^^.^r^'F^®?  <l":\j  <^°^'[^^P0i'^<^  à  .celui-ci,  dans  la  suite  im- 
me4ialemeiil  supérieure ,  par  A J"~J^,  on  ait  entre  ces  deux 
suites  l'équation  de  relation  ..;.>>.. 

-ilfifri^/.?f-X^-il,nr,  ,10?  J3  3D£/piii."~f     :    ''^'>'  .'•  •.  ôaU  .V{V 

et  plus  génér%n(^^l,^,J,^J,^^^  ^ 

£102  'lîja 'GYWOriJ  io  ç7.jji;îi7U0ii  coirrams^ii  .fc3p  :i  f,.«^i:  ;^aî^  aaliJffr 


Nous  donnons  à  ces  suiles  le  nom  de  sjntagmatiques  ,  mol  dé- 
rivé du  greCj  signifiant  coordoruiées. 

Nous  entendons  par  la  suite  (mj/du  de  Tordre  m,  celle  d'entre 
ces  suites ,  dont  le  terme  général  est  représenté  par  A}^'.  Et  dans 
un  sens  analogue,  pous  disons  les  suites  (^nci^-j^ii)  ^  (m -f- 2),  élt., 
ainsi  que  les  suiles  (m  -^  i) ,  (m  —  2),  etc. 
,,,  Les  suiles  (m  4-  1),  (m -|^2) y,^lç., -sont  cç  que  nous  appelons 
les  sjntagmati(jue^  première,  secQuc^e ^^ .i^pc. ,  de<Ia  suite  (m);;  tandis 
que  les^si^iles  (mrr-i)j,;(mjTTra)«  .^q-,  sont  les  ajiti-.sjntagn^^y 
ques  prenù^ère,  seconde ,  .^ic.  y  à^,f^ei\\.Q  jnpènie*  sui^.On  voit  par  là 
que  chaque  suite  est  l^.syntagrDaliqi^et^e  la  suile  placée  aii-dessus 
d'elle,  j  et  ranli-syniagmaliquc  jde  la  suite  plaç^  au-dessous. 

Nous  donnons  aux  facieurs Xi^r]  ji  U^?-^ ,  i.  iUJri  le  nom  de  mo- 
dules sjntagmatiqjj£s.  ,  à  ^  J^  uq  ,  .„« A  -f-J A  =„A 

5.  Quand  on  suppose  que  f  f^[?./.,c,'e^i|jt^-dire|^]^e  reqU;^|4<?n  i4!a 
qu'un  seul  module  U;'"^.;  qu'en  putre  U^"*^  =  I  ,  et  qu'il  y  a  un 
même  premier  terme  dans  chaque  suite,  les  sjnlagmatiques  de- 
TÎennent  alo^s  des  suites  50 ww«/oz>^:y,  elles  anti-syniagmatiqfuès 
deviennent  des  suiles  coiitth-sommatoires  6k  diffei^êàttêîWi'i^-pm^'' 
que,  dans  ceuças ,  l'équaliou  darelaUpa  se.  réduit  à,  — ^_^k 

4.  Nous  avons  a  considérer  successivement  : 

,    .    _-  '   .  ;-'     ]   îr:..!  r'.)U'-^'i.     ■  t^   '-l7</--  '  ^' -'^^  ^rfaaab-ijs  gî>n;i 
•   l^  Un  synlagmatique  a  un  seul  modale ,  et  SQn  anli-syntaffma- 

tiqué  seulement;  '  '  . 

2°.  Une  suite  avec  ses -^yntagmatf^es  et  sés'kh\?-sy'flia|Aiatf-i 
queâ  première,  deuxième,  elc.;aoiil§s,  ces  «uiies  ^taot  èfufe^irà 
un  seul  module;  ao'ûû^t  sb  norJBupë'I  i^\\o?. 

3°.  Une  suite  et  son  anti-synlagmalique  ^a  plusieurs  modules  ; 

4*'  Une  suite  avec  ses  syntagmatiques  et  ses  anli-syntagmati- 
ques  première,  deuxième,  etc.,  à  plusieurs  fhâdulè^i      '■'■>  '''^'^'i  ^'^ 

5.  L'Analyslfi  est  con^uijpar^ces  considjpralions  à  quelques  for- 
iXLules  générales,,  à  des  théorèmes  nouveaux,  et  trouve  sur  son 


(  m  ) 
themîn  des  résultats  qui  embrassent  une  grande  partie  de  l'Al- 
gèbre, ainsi  que  les  principales  formules  du  Calcul  infini te'simaL 
El  quoique  l'analyse  algébrique  semble  offrir  deux  brancbes 
bien  distinctes,  la  théorie  des  équations  et  celle  des  suites, 
une  conséquence  de  ces  recherches  sera  que  ces  deux  branches 
s'entrelacent,  au  point  même  de  s'identifier  sous  certain  rapport. 
On  y  trouvera  la  confirmation  de  ce  qui  à  été  dit  par  Fontenelle 
et  par  M.  de  Laplace,  sur  l'utilité  des  méthodes  et  des  formules 
générales. 

«  Les  formules  générales  sont  les  lieux  élevés  où  l'on  se  place 
»  pour  découvrir,  toul-à-la-fois,  un  grand  pays....  Tel  est 
>)  l'effet  des  méthodes  générales  :  quand  on  a  su  les  découvrir  , 
»  on  est  à. la  source,  et  oii  n'a  plus  qu'à  se  laisser  aller  au  cours 
»  paisible  des  conséquences  (Eloges  de  Varignon  et  de  l'Hô- 
»  PiLAL,  par  Fontenelle).  » 

a  11  importe  extrêmement,  dit  aussi  M.  le  marquis  de  La-^ 
»  PLACE,  de  multiplier  les  méthodes  et  les  formules  générales. 
»  Le  système  des  connoissances  liées  entre  elles  par  une  mé- 
»  thode  uniforme,  peut  mieux  se  conserver  et  s'étendre.  Pré-* 
»  ferez  donc  dans  l'enseignement  les  méthodes  générales  ,  at- 
M  tachez-vous  à  les  présenter  de  la  manière  la  plus  simple ,  et 
»  vous  verrez  en  même  temps  qu'elles  sont  presque  toujours 
«  les  plus  faciles  (Leçons  aux  Ecoles  NoTfnales).  » 

6.  Si  deux  suites  se  correspondant  terme  à  terme,  sont  liées 
entre  elles  par  cette  équation  de  relation  a„ — u„_ja„_,  =  a'„  , 
la  suite  à  laquelle  appartient  le  terme  a,  est  appelée  la  sjntagma- 
tique  de  celle  dont  fait  partie  le  terme  a'„,  laquelle  s'appelle  son 
'iinti-sjntagmati(jue ,  et  l'on  déduit  de  cette  équation  la  formule 

I!',-.    , 

(F).  .  .aa=fUn— i"n_9'  •  «"n—n/a).— n/+Un_iU„_j,...U„_„/^ia  „_„/^,-f- 

.  îîb^aifff.!.   "j  ,  „     „      _/       I,,      _/       1,' 

Si  le  facteur  u„_, ,  que  nous  appelons  modiàe  sjntagmatique , 
au  lieu  de  varier  en  même  temps  que  «^conserve  pour  chaque 
terme  une  valeur  constante,  que  nous  désignons  alors  simple- 
ment par  Uy  alors  la  valeur  de  a„  (que  nous  nommons  le  syn- 


.(,»i2,)  :  ... , 

tagme  des   termes    compris   daas   le   second  membre  de  ^F),' 

devient  .*.*** 

.    {:-:  :■..  -  •    .      ,  •    ■    '.  "     —■  •    •  n    ,i?T 

Si  l'on  joint  à  la  première  équation  cette  équation  auxiliaire 
v«_,a„_,  =  a'n'j  et  si,  pour  abréger,  on  adopte  la  notation, 

/Vn-n/  +"n-«A'''^'_.  (Vn-«/+Un-n/)..-(Vn-a+"B-2)  (Vn-T+"n-i) 
\  ^n-nr  )  U„_„, .  .  .  y„^.  U„_,  * 

on  parvient  à  cette  formule , 

I        [  "^n—ni    .  (Vn— n/"f~^n— n/)yn— n/.4-» 

nn  /V''-n/  +  "'»-.n/Y'^'_)  """"'       """"' """''    ■"'"*■' 

'*     \  Un-n'  /  I       ,  ,   (v„_„/-fu„_„,)...)(Vn_a-f-Un-a)V/,_i 

I     -f-...-j — f-. 


7.  De  là  naissent  deux  suites  commençant,  l'une  et  l'autre,  par 
l'unité ,  et  dont  la  seconde  est  sommatoire  de  la  première  5  le 
terme   général  de  celle  -  ci  est 

(Vo4-  Uq)  (y,  4-  Ui)  ■  •  .  (Vn-a  +  U>-a)'v«-i 

(Pour  simplifier,  on  fait  ici  «— 7i'ï=o), 
Et  le  terme  général  de  la  sommatoire  est 

(Vo+  "»)   (V|  +  "■)•   •   ■(V«-a+  U«-a)    (V«-l  +  "„_t);;;y>-;-.^,.,  .;         - 

La  propriété  de  ces  deux  suites  se  vérifie  d'ailleurs  immédi^- 
lement  à  posteriori,  indépendamment  de  toute  valeur  particu- 
lière attribuée  aux  v  et  aux  u. 

Deux  suites  de  nombres  quelconques  peuvent  être  ainsi  coor- 
données.suivant  l'équation  de  relation  et  son  auxiliaire. , /, 

Si  tous  les  V  ont  une  même  valeur  représentée  par  m,  etsifon 

change  respectivement  u, ,  u, ,  u,. . .  .jU„_, ,  en  u,  2u,  5/,.,  nu, 

on  obtient  ces  deux  suites,  dont  la  seconde  est  sommatoire  de 

la  première. 

/c    \     \\^^  \  ^'^  ^"^"^"^  I        ■  m(m-fu)...[m4-(ra— i)u] 
V-       j"        u         U.2U  U  .   2U zm  ' 

/c        \     1  I  "^"^^      (m-t-u)(m+2u)  (m4-u)...(m-f-nu) 

V^m-l-J*"    "^       u      "^  U.2U  '•••'"        XL.. .nVL     ,    * 


u 
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Ces  deux  suites  ,  si  l'on  y  fait  u  =  i ,  devienuent 

V   „;...,+-+— -—--4-...+      ^^ — , 

f S'm+r). . .  1  + .  .  . "^  +  t      -   (m+0(m4-2)             (m-'+OCm+a)...  (m+n)^ 
1  1.2.  "r--"!"        j    2 ^ 

'    D'où  l'on  conclut  que  la  synlagmalique  iji'""' ,  au  module  con- 
stant I  de  la  suite  (s'^j)  ?  ou  la  sommaloire  /w"""  est 

rS'     ,     ^     .  j  m+m     (m4-m)(m-|-m-f  0              (m  +  m)...  (m+m+w— 2) 
1  1.  a  1 n — 1 

en  s'arrêlant  au    terme  «'""'.  En    changeant   dans  cette  dernière 

suite  m  en  — m,  on   a  l'anti-synlagmalique  771'"""  au   module  1  ; 

c'est-à-dire  la  contre-sommatoire,  ou  suite  diffërenlielle  m'""  de 

Ja  suite  (S'„,);  et  si  l'on  fait  m  =  o,  ce  qui   rend  nuls  tous  les 

terme»  de  celle-ci ,  excepte  le  premier  qui  est  i  ,  alors  sa  contre- 
sommatoire  m'""'  est 

/■jS'       )  'm     7n(m — 1)  m(m-^i)...(m — n-h^) 

1  1.2  '  '  '  1.2 (  ,1  —  1  ) 

8.  On  peut  établir,  relativement  aux  suites  synlagmaliques,  les 
tbéorêmes  suivans  ; 

Lemme.  Le  sjntagme  a„ ,  dans  une  syntagmatique ,  à  un  seul  . 
module,  soit  constant,  soit  variable,  et  son  and- sjntagme  a'„, 
doivent  toujours  être  des  nombres  de  même  signe  :  1°.  lorsque  le 
module  étant  constamment  positif,  le  sjntagme  a„  et  le  pro-sjn- 
tagme  a„_, ,  sont  de  signes  contraires;  2°.  lorsque  le  module 
étant  constamment  négatif,  le  sjntagme  et  le  pro-sjntagme  ont  le 
même  signe. 

Premier  théorème.  Dans  une  syntagniatique  dont  le  module 
est  constant  dans  son  signe,  et  dans  laquelle  a„_„,  est  de  même 
signe  que  a'„_,,,  une  suite  de  termes  commençant  par  a„_„/^  et 
fînisant  par  a„,  ne  peut  présenter  plus  de  variations  de  signe  que 
la  suite  des  termes  qui  lui  correspondent  dans  l'anli-syntagma- 
tique,  si  le  module  est  positif;  ni  plus  de  permanences,  si  le  mOf 
dule  est  négatif. 

t5 
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Deuxième  théorème.  Lorsque  le  module  esl  constant  dans 
son  signe ,  que  a,_„,  et  a'„_„,  sonf  de  mêmel  signe  ,  et  que  a„  esl 
zéro,  l'anli-syntagmalique  commençant  par  a'„_„,,  et  finissant 
par  a'„,  doit  présenter  au  moins  une  variation  de  signe  de  plus 
qu'il  ne  s'en  trouve  dans  les  t^  termes  de  la  syntagmatique,  de- 
puis a,_„,  jusqu'à  a,_,,  si  le  module  est  positif;  et  une  perma- 
nence de  signe  de  plus  qu'il  ne  s'en  trouve  dans  ces  «'  termes,  si 
le  module  est  négatif. 

g.  Considérons  maintenant  une  suite  avec  ses  syntagmatîques  et 
anli-sintagmatiques  des  différens  ordres^  à  un  seul  module,  soit 
variable,  soit  constant,  l'équation  de  relation  étant  pour  lors. . . . 

On  en  déduit  généralement 


(m— «' 
a 


r.    (-m)             (m— i)  (m-ra'+i)-,    (m— n'+i) 

-4-    u        u        4- +  u  u  a^'""~"+^) 


(m)        , 
(F)...a^    =^4.etc 

\         r    (m)  (m)  (m— 2  (m— 2)     -,    (m— a) 

4-    U         •••u         ,,    + hu  .--u        ,         a 

'   L    n — I  /i  — M+i  '      n — I  «— «'-faj    ra — n'-\-i 

r     (m)  (™)  .  .       (m— i)  (m  — i)-i    (m— i) 

-»-    U        ...u       ,,     -f-...-f-u  ...u       ,        a 

I      .       (m)  (m)  (m)  (m) 

l  -f-  U         .  u        .  ..u        ,  a       „ 
\  n — I       n — a  n — nr      n—n 

Dans  le  second  membre  de  (F),  un  terme  quelconque  après 
jj(m— «)  ^Qjjj  jg  coefficient  est  un  i,  peut  être  représenté  par. .. . 

fu^'"^   . .  .  .u^").-hfc.  .  .  .  +  u^'°-"'+').  .  .u^'^-'^'-^^n  a^"'-"'-^^^; 

L     n — I  n — V   'jm  n — i  n—i  J     n — y  ' 

V  étant  un  des  nombres  entiers  depuis  i  jusqu'à  ri.  'On  peut 
donc  écrire  pour  abréger,  en  prenant  la  lettre  S  pour  signifier  la 
somme . 

(m)  (m— n'       ^f    (m)  (m)  (m— n'+i)  (m— n'+v)-]    (m— n'-f» 

a     =a  +S    u       ...u       4-...-f-u  ...u  a  ; 

n  rt  '      L   n — t  ra— f  *  '     n — i  n—?  _J    n — 1 
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10.  En  considérant  attentivement  le  mode  de  coordination 
d'une  suite  et  de  ses  anli-syntagmatiques ,  on  reconnoilra  i°  que  le 
cofEcient  de  a^'""""**"'  est  la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes 

n — ir 

dont  chacun  est  composé  de  v  facteurs  modulaires,  représentés 
généralement  par  u^'f^^u^^^^. ..  .u[^^^,  dans  lesquels  les  indices 
supérieurs  sont  sujets  à  varier,  tandis  que  les  indices  inférieurs 
sont  toujours  n — i ,  n — 2,. . .  .n — v  : 

2°.  Qu'on  oblient  les  valeurs  des  indices  supérieurs,  respective- 
ment convenables  pour  les  v  facteurs  de  chaque  terme,  en  formant 
les  différentes  combinaisons  que  l'on  peut  obtenir  v  à  v,  avec  les 
{nJ—y -\-t)  nomhves ,  m, m — i,....m — n'-\-v,  dont  chacun  peut 
être  répété  jusqu'à  v  fois  dans  une  même  combinaison ,  en  écri- 
vant les  nombres  qui  servent  d^ndices  supérieurs  dans  un  ordre 
de  grandeur  qui  ne  soit  pas  opposé  à  l'ordre  qui  règne  entre  les 
indices  inférieurs  :  c'est-à-dire,  par  exemple,que  deux  facteurs  tels 

<î^6  ^i^'^  ^'  "i'i  "®  peuvent  être  facteurs  dans  un  même  pro- 
/  duit  ; 

3'.  Que,  par  conséquent,  ^"'-;+;^-;;^;fi;j;'  ou  "[^";:;;;::"^'^'^ 

exprime  le  nombre  des  différens  produits  dont  la  somme  forme 
le  coefficient  de  3^°^-"'+"^. 

n — 1 

11.  Dans  le  cas  où  le  module  est  constant  pour  tous  les  termes 
de  tous  les  ordres,  alors,  tous  les  facteurs  modulaires  ayant  une 
même  valeur  u ,  la  formule  devient 

(    (m— n')  (m— rt'+i)  n' .n! — i     (m— ra'-fa) 

Enfin,  si  l'on  fait  dans  {F),  u==i  ;  cas  auquel  a^'^7"'-^''^  de- 
vient la  différence  (n! — >').'""' de  ajj^^, ,  et  peut  se  représenter  par 
/^('»— »)  jjM^^  notre  formule  devient  celle  par  laquelle  la  valeur 
d'un  terme  quelconque  placé  dans  une  suite  au  r.a,ng  n\  après  uu 
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autre  terme,  est  exprimée  en  fonction  de  cet  autre  terme  et  des 
différences  i ."',  2.%  3/, . . .  n'J""'  de  celui-ci. 

Si  donc,  pour  simplifier,  on  fait«'=«,eta^'^^,=AoelaJj"^=A^, 
la  formule  {F');  prise  à  rebours,  produit  celle  formule  connue, 
qui  est  un  cas  particulier  de  {F')y  qui  n'est  elle-même  qu'un  cas 
particulier  de  (F) 

12.  La  formule  (i^)  conduit  à  deux  autres,  dans  Tune  desquelles 
le  facteur  modulaire  ne  varie  qu'avec  Tindice  inférieur  ;  ce  cas  sera 
'         exprimé  par  la  suppression  de  l'indice  supérieur  du  module  dans 
l'équation  de  relation ,  qui  sera  a^™^ — u^_iai^,  ==  3!"""'^  el4a  nou- 
velle formule  sera 

{(m— «0  ,      ,             («ï— '«'+0  .  n'.n'— 1  (m— n'+a) 

a  4-iiu        a  -4 u        .u       a 

n  n — I    n — i  *         1.2         « — ï      " — ^    " — 2 

Dans  le  second  cas ,  c'est  avec  l'indice  supérieur  seulement  que 
varie  la  valeur  modulaire,  et  ce  cas  s'exprime  par  la  suppression 
de  l'indice  inférieur  du  module  dans  Téqualion  de  relation   qui 

devient    a)^'"^— u^  X,_l,=a„ 

On  aura  donc,  dans  ce  second  cas, 

+r(^uc»)y+. . . .+ (^uf"'-"'+''j»]a(."r"'"^'^ 

4- 

+[("<°')"'""+--+(uL"_r')"'~']''»-"^^' 

i3.  Un  terme  quelconque  après  a^"*""'^  est  généralement  re- 
présenté dans  (i^,  ),   par 

n {n'—  y  4-1)  Cm— /l'-f,) 
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et  dans  (i^,)  ,  par 

La  loi  de  ce  dernier  coefficienl  est  la  même  que  celle  suivant 
laquelle  sont  formes  les  coefficieus  dans  (i^) ,  pourvu  qu'on  ef- 
face dans  ceux  ci  les  indices  inférieurs.  Pour  rendre  cette  loi 
plus  sensible,  prenons^  comme  exemple,  le  cas  où  «'  =  4,  nous 
aurons 


a ^      .'+  [^u^'"^+  u^ ^-')44-  -  =)+  ^(m-3)n  (^-3) 


a^"')^, 
K 


+ 


+ 


_^Jmym-.)_^/    (m_,)y 


m — 0 
n — 3 


Cm— i)    (m— a)   ,  /    (m  —  2)\ 

14.  A  raison  de  l'analogie,  le  terme  a^^'^rr^'^  ,  dans  le  cas 
de  la  formule  (^'),  pourrait  s'appeler  la  différence  sjntagma^ 
tique  (n'r—  r)'^""  de  a^_„/  au  module  constaiit  u ^  et  se  représenter 
par  v'"~'^a^'")    ,. 

Dans  le  cas  de  la  formule  {F),  où  le  module  est  sujet  à  varier 
pour  chaque  terme  de  chaque  ordre,  le  terme  aj^"^"'"^'^  s'ap- 
pelleroit  encore  la  différence  synlagmatique  [n!  —  v  )'""'  de 
^^—n'i  "^«"'S  à  un  module  variable  j  que  l'on  désignera,  (en  donnant 
la  lettre  v ,  au  lieu  de  w,  pour  indice  inférieur  au  delta  renversé), 
par  vy  ""  "^  a^*^  ^,  :  telle  seroit  la  notation,  quand  les  deux  in- 
dices du  module  seroient  l'une  et  l'autre  variables. 

Mais  si  Tindice  inférieur  étoil  seul  sujet  à  varier,  on  écriroit  v,, 
au  lieu  de  t',  et  si  c'étoit  Tindice  supérieur  seul  qui  fût  variable , 
V  seroit  remplacé  par  v' . 

Dans  la  première  de  ces  suppositions  ^  qui  est  le  cas  de  la 
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formule  (i^,)»  on  écriroît  donc  v[," ~" "^ ajj^ ^, ;  el  dans  la  seconde, 

qui  esl  celui  de  la  formule  {F^,  on  écriroil!vî,""~*^»i'^„'- 

i5-  Revenant  à  la  formule  géne'rale  (  jP),  si  l'on  change,* 
comme  cela  est  permis,  m  en  m-f-/w,  et  n'  en  n'-f-zw,  ce  cas 
lorsque  les  m  termes,  qui  auront  les  indices  infe'rieurs  n  —  n' — i, 
n  —  n' — 2,...7^  —  n! — m  ^  devront  être  conside'rés  comme  au-' 
tant  de  zéros,  donne  lieu  à  une  formule  qui,  dans  l'hypothèse  de 
u  constant,  devient 

(m+m)      j    n  "r\     ^     J  „_,  ^      ^  3  „_a 

D'où  il  re'sulle ,  qu'avec  les  autres  suppositions  qui  ont  eu  lieu 
ci-dessus  pour  la  formule  (i^") ,  on  aura  (  les  termes  étant  pris 
à  rebours)  .. 

r(m-fn)...(yn+0^   ,      (m+n). . .  (m-f  3)^,^  ^-  '  . 

m. ..A        r..]        ' "         "  ^ ^"-'^        ° 

"         (+^"|"^^"+;"'^A''-'A.    +(^  +  n)A-.Ao    4-A-Ao    . 

Cette  dernière   formule  exprime  la  somme  m'""*  des  (i-j-zz) 
>    premiers  termes  d'une  suite  A»,  A, ,. . .  .A». 

Dans  l'avant-dernière  formule,  AJJ^'",  qui  pourroit  s'appeler  la 
somme   syntagmatique  m'"^'  de   la  suite  a^*^^,,  a^*^^,     ,....  a^"\ 

est  calculé  en  fonction  du  i"  terme  de  celte  suite,  et  de  ses 
différences  synlagmatiques  i",  2',. .  .tî'""',  du  module  u,  de  l'in- 
dice m  de  l'ordre  auquel  cette  somme-sjntagmatique  appartient," 
et  de  «',  indicateur  du  rang  auquel  a^"'^  est  placé  après  a^*^  ,. 
■  ,  \\  y  auroit  encore  lieu  de  présenter  ici  d'autres  formules ,  dont 
nous  ne  pouvons  nous  occuper  en  ce  moment. 

16.  Soit  maintenant  une  sjntagmatique  A,,,  A,,  A^  ,etc.,  coor- 
donnée à  son  anti-syntagmatique  A'» ,  A', ,  k.\,  etc.;  au  moyen 
de  l'équation 

A'„  =  A,-U,A„_,-....-U,_,A„_,^-U,A„-,; 
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(les  V  modules  U, ,  U,,  etci,  étant  supposés  constans.) 

On  peut  exprimer  le  terme  A'„  de  la  manière  suivante ,  en 
fonction  de  n,  des  modules,  et  des  i -4- «  premiers  termes  de 
ranli-synlagmalique. 

^  L~6.XK..^.Xi...e3^  ^ô.*.-9...-9,  i^.  u.  U,  J     . 
[-f •••• 

La  lettre  S,  placée  en  télé  des  termes  qui  suivent  A'„,  indique 
que  ce  sont  des  termes  complexes,  contenant  respectivement  une 
somme  d'autant  de  termes  partiels,  qu'on  peut  en  obtenir  en  com- 
binant respectivement,  un  à  un,  deux  à  deux,,..,  v  a  v,  non- 
seulement  chacun  des  v  modules ,  U, ,  U»,  de  l'équation  de  rela- 
tion, mais  en  outre  chacune  des  puissances  de  ce  module,  puis- 
sances dont  les  exposants  sont  représentés  par  6,,  G,,  etc.,  la 
.  ^^meme  puissance  d  un  même  module  pouvant  se  ropoicr  plusicups 
tois.  dans  -eoe  combmaison^ ,  de  sorte  qu  au  premier  aspect,  cha- 
cun de  ces  termes  complexes  présente  une  somme  d'un  nombre 
infini  de  termes  partiels;  et  véritablement ,  on  pourroit  admettre 
celte  infinité  sans  que  cela  tirât  à  conséquence,  parce  que,  clans 
ce  nombre  infini ,  il  y  en  a  une  infinité  qui  sont  nuls  :  ce  sont  tous 
ceux  dans  lesquels  il  se  trouve  un  facteur  à  indice  inférieur  néga- 
tifj'xle  la  forme  A.'^i_9,^,_ctc.  »  ^^^endu  que  ces  facteurs  qui  seroienl 
des  termes  de  l'anti-synlagraatique  placés  à  la  gauche  de  A,,  se- 
roienl autant  de  zéros;  il  faudra  donc  exclure  toute  combinaison 
qui  produiroit  un  terme  partiel  nul. 

On  peut  vérifier  aisément  cette  formule  sur  le  terme  (i  +  nj'""' 
d'une  syntagmalique  à  deux,  trois,  quatre  ou  cinq  modules,  et 
l'on  n'aura  pas  de  peine  à  reconnoître  que  si  la  formule  est  admis-r 
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sible  pour  une  sjnlagmalique  à  v  modules,  elle  l'est  encore  pour 
la  synfagmalique  à  v  -f-  i  modules. 

17.  La  formule  dont  on  s'est  servi  à  l'article  V  de  l'Appendice 
à  la  nouvelle  méthode  pour  la  résolution  des  e'quatioas  numé- 
riques, est  celle  h  laquelle  (i^)se  réduit  quand  on  y  fait  ><=2.(i) 

Pour  comprendre  comment  elle  a  pu  être  appliquée  à  cet 
usage,  il  faut  observer  que  si  les  i  +  «  premiers  termes  d'une 
suite  sont  les  coefïiciens  d'un  polynôme  en  jc  du  degré  /z, 
les  i-j-«  — V  premiers  termes  de  sa  syntagmatiqwe,  à  v  mo- 
dules, sont  les  coefïiciens  du  polynôme  en  x  du  degré.., 
72  — y,  quotient  de  la  division  du  premier  polynôme  par.... 
J^— r- U,^»— '. .  .-T-U^.r^  ;  et  que  si  la  division  peut  se  faire 
exactement,  les  v  termes  suivans,  dans  la  syntagmatique,  doi- 
vent êlre  chacun  nuls,  de  sorte  que,  dans  ce  cas,  la  for- 
mule (3*),  dans  laquelle  n  reçoit  successivement  les  valeurs 
71,  n — i...,n — v-hJ,  fournit  v  équations  pour  la  détermina- 
tion des  V  modules ,  considérés  comme  autant  de  nombres  in- 
connus. On  voit  par-là  comment  la  recherche  des  facteurs  simples, 
et  celle  des  facteurs  du  2°  degré,  d'une  équation  d'un  degré 
quelconque,  se  ramènent  respectivement  à  la  détermination  du 
module  annulateur  du  syntagme  d'une  suite,  à  un  seul  module 
constant,  et  à  celle  des  deux  modules  annulateurs  du  syntagme 
et  du  pro-syntagme  d'une  suite,  à  deux  modules  constans. 

18.  Nous  aurions  encore  à  traiter  du  sjntagmatismea  v  modules , 
dans  les  diffërens  ordres  de  syntagmatiquesetd'anti-synlagmatiques, 
mais  les  circonstances  nous  pressent  et  nous  forcent  de  terminer 
cet  Apperçu^  ea-fajsanl -observer  que  deuY  suites  quelcoa^tihes», 
p^ttyeat-«lre  assHj^t44^s--^u3^syj^^ma4i^«ve-4-j<-modnles-y^ie-^enTf^ 
mô<io4«-^?ï--éfaot-&eul-5ttjet:à_^ea«ei'7-et  4es-^^+fes-éi*al-d€S-H^fflr 
brcs  conGtans, — detrt— k— déieiimination^-d<4p#nd- j:e&pectiïeœeo4 
-d es  V  prcmic>'s-t^rm«s-4e-4^t«ie-ei-Xa4Uj?e  suites. 


(1)  iry  a  deux  fautes  à  corriger  dans  le  second  membre  de  cette  formule, 
page  101  : 

1  ° .  Au  lieu  de  a, ,  Ha  ,  etc. ,  meltez  a.\ ,  a\  .  etc. 

:?",  Au  lieu  de  «  —  i,  n  —  2,  etc.,  mettez  ,  respectivement,  n,  n  —  i,  etc. 
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Notes.  —  I.  Dans  un  mémoire  que  j'ai  présente  à  l'Institut  le  3i  août  i8i3  , 
j'annonçois  un  calcul  aux  difFérences  et  intégrales  syntagmatiques,,  dont  le  calcul 
aux  différences  et  intégrales  ordinaires  seroit  un  cas  indiyiduel.  Voyez  pour 
exemple  la  formule  (**?)• 

IL  Une  suite  récurrente  est  un  cas  particulier  des  suites  syntagmatitjues. 

III.  Une  couple  de  suites  de  nombres  quelconques ,  assujéties  au  double 
syntagmatisme ,  à  un  module,  par  les  équations  de  relation,  principale  et 
auxiliaire  ,  se  trouve  conjuguée,  par  son  système  moduhiirej  à  une  autre  couple 
de  suites  dont  la  seconde  est  somraatoire  de  la  première.  Le  même  système  mo- 
dulaire jwuvant  appartenir  à  diverses  couples  de  suites ,  celles-ci  peuvent  être 
considérées  comme  formant  ensemble  une  famille  naturelle. 

IV.  Deux  suites  de  nombres  quelconques  peuvent  être  aussi  assujéties  au 
syntagmatisme  à  v  modules,  le  module  U»  étant  le  seul  variable,  et  les  autres 
motlules  étant  des  nombres^constans  qui  sont  déterminés  par  le  moyen  des  i  -f-  » 
premiers  termes  de  ces  deux  suites,  conformément  à  l'équation  de  relation. 
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